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Teorem 8.5.5 :

∞∏
n=1

(1+αn), (αn > −1, n ∈ N)c.arpımının mutlak yakınsak

olması ic. in gerek ve yeter s.art
∞∑

n=1

αn serisinin mutlak yakınsak olmasıdır.

Örnek 8.5.6 :As.ag̃ıdaki c. arpımların yakınsaklık durumlarını inceleyiniz.

(a)
∞∏

n=1

(
1 + 1

nα

)
, (α > 0) ; (b)

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1

nα

)
, (α > 0) ;

C. özüm: (a)
∞∑

n=1

1
nα serisi α > 1 ic.in yakınsak ve 0 < α ≤ 1 ic.in ıraksak

oldug̃undan 5◦ gereg̃i verilen sonsuz c.arpım α > 1 ic.in yakınsak ve 0 < α ≤ 1

ic.in ıraksaktır.

(b) α > 1 ic.in
∞∑

n=1

1
nα serisi yakınsak oldug̃undan verilen c.arpım α > 1

ic.in mutlak yakınsaktır.
∞∑

n=1

(−1)n−1

nα ve
∞∑

n=1

1
n2α serileri 0 < α ≤ 1 ic.in kos.ullu

yakınsak oldug̃undan, verilen c.arpım 0 < α ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsaktır (6◦

gereg̃i). ¦

8.6 C. özümlü Problemler

(1) As.ag̃ıdaki serilerin toplamlarını bulunuz.

(a)
∞∑

n=1

1
(4n−3)(4n+1)

; (b)
∞∑

n=1

2n+1
n2(n+1)2

;

(c)
∞∑

n=1

1
25n2+5n−6

; (d)
∞∑

n=1

(
√

n + 2 − 2
√

n + 1 +
√

n) ;

(e)
∞∑

n=1

nqn, (| q |< 1) ; (f)
∞∑

n=1

2n+1
5n ;

(g)
∞∑

n=1

(−1)n−1

3n−1 ; (h)
∞∑

n=1

(
3

22n−1 + (−1)n−1

2.3n−1

)
;

(i)
∞∑

n=1

sin 1
2n cos 3

2n .

C. özüm:
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(a) Sn =
n∑

k=1

1
(4k−3)(4k+1)

=
∞∑

n=1

1
4

(
1

4k−3
− 1

4k+1

)

=
1

4

( 1

4.1 − 3
− 1

4.1 + 1

)
+

1

4

( 1

4.2 − 3
− 1

4.2 + 1

)

+ · · · + 1

4

( 1

4n − 3
− 1

4n + 1

)

=
1

4

(
1 − 1

5
+

1

5
− 1

9
+

1

9
− · · · + 1

4n − 3
− 1

4n + 1

)

=
1

4

(
1 − 1

4n + 1

)
⇒ lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

1

4

(
1 − 1

4n + 1

)

=
1

4

Demek ki,
∞∑

n=1

1

(4n − 3)(4n + 1)
=

1

4

tür.

(b) Sn =
n∑

k=1

2k+1
k2(k+1)2

=
n∑

k=1

(
1
k2 − 1

(k+1)2

)

=
( 1

12
− 1

22

)
+

( 1

22
− 1

32

)
+ · · · +

( 1

n2
− 1

(n + 1)2

)

= 1 − 1

(n + 1)2

oldug̃undan, lim
n→∞

Sn = 1 oldug̃u ve dolayısıyla,verilen serinin yakınsak

ve toplamının 1 oldug̃u anlas.ılır.

(c) 25n2 + 5n − 6 = (5n − 2)(5n + 3) oldug̃undan,

Sn =
n∑

k=1

1

25k2 + 5k − 6
=

n∑

k=1

1

(5k − 2)(5k + 3)
=

1

5

n∑

k=1

( 1

5k − 2
− 1

5k + 3

)

=
1

5

(1

3
− 1

8
+

1

8
− 1

13
+ · · · + 1

5n − 2
− 1

5n + 3

)

=
1

5

(1

3
− 1

5n + 3

)
⇒ lim

n→∞
Sn =

1

15

⇒
∞∑

n=1

1

25n2 + 5n − 6
=

1

15
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dir.

(d) Sn =
n∑

k=1

(
√

k + 2 − 2
√

k + 1 +
√

k)

= (
√

3 − 2
√

2 + 1) + (
√

4 − 2
√

3 +
√

2) + (
√

5 − 2
√

4 +
√

3)

+ · · · + (
√

n + 2 − 2
√

n + 1 +
√

n)

= 1 −
√

2 +
√

n + 2 −
√

n + 1 = 1 −
√

2 +
1√

n + 2 +
√

n + 1

⇒ lim
n→∞

Sn = 1 −
√

2

⇒
∞∑

n=1

(
√

n + 2 − 2
√

n + 1 +
√

n) = 1 −
√

2

dir.

(e) Sn =
n∑

k=1

kqk = q + 2q2 + · · · + nqn ⇒ Sn − Snq

= (q + 2q2 + · · · + nqn) − (q2 + 2q3 + · · · + (n − 1)qn + nqn+1)

= q + q2 + · · · + qn − nqn+1 =
q − qn+1

1 − q
− nqn+1

⇒ (1 − q)Sn =
q

1 − q
− qn+1

1 − q
− nqn+1

⇒ Sn =
q

(1 − q)2
− qn+1

(1 − q)2
− nqn+1

1 − q

[ |q| < 1 iken lim
n→∞

qn+1 = 0 ve lim
n→∞

nqn+1 = 0 oldug̃undan]

⇒ lim
n→∞

Sn =
q

(1 − q)2
⇒ |q| < 1 ic.in

∞∑

n=1

nqn+1 =
q

(1 − q)2

dir.
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(f) Sn =
n∑

k=1

2k+1
5k = 2

n∑
k=1

k
(

1
5

)k

+
n∑

k=1

1
5k

= 2
( 1

5

(1 − 1
5
)2

− (1
5
)n+1

(1 − 1
5
)2

− n(1
5
)n+1

1 − 1
5

)
+

(1
5
− 1

5
)n+1

1 − 1
5

⇒ lim
n→∞

Sn = 2
1
5

(1 − 1
5
)2

+
1
5

1 − 1
5

=
7

8

⇒
∞∑

n=1

2n + 1

5n
=

7

8

dir.

(g) Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

3k−1 =
n∑

k=1

(
−1

3

)k−1

=
1−(− 1

3
)n

1−( 1
3
)

= 3
4

(
1 −

(
−1

3

)n)

⇒ lim
n→∞

Sn =
3

4
⇒

∞∑

n=1

(−1)n−1

3n−1
=

3

4

tür.

(h) Sn =
n∑

k=1

(
3

2k−1 + (−1)k−1

2.3k−1

)
= 51

8
− 3

2n−1 + (−1)n−1

8.3n−1 ⇒ lim
n→∞

Sn = 51
8

⇒
∞∑

n=1

( 3

2n−1
+

(−1)n−1

2.3n−1

)
=

51

8

dir.

(i) sin α cos β = 1
2
[sin(α + β) + sin(α − β)] den

Sn =
n∑

k=1

sin
1

2k
. cos

3

2k
=

1

2

n∑

k=1

(
sin

1

2k−2
− sin

1

2k−1

)

=
1

2

(
sin 2 − sin

1

2n−1

)

⇒ lim
n→∞

Sn =
1

2
sin 2 − 1

2
lim

n→∞
sin

1

2n−1
=

1

2
sin 2

⇒
∞∑

n=1

sin
1

2n
. cos

3

2n
=

1

2
sin 2
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dir. ¦

(2) Genel terimleri as.ag̃ıdaki s.ekilde verilen serilerin yakınsak olduklarını

gösteriniz ve toplamlarını bulunuz.

(a) an = 1
n(n+1)(n+2)(n+3)

; (b) an = 1
n(n+p)

, (p ∈ N) ;

(c) an = 1
(2n+1)(2n+3)(2n+5)

; (d) an = 3n+4
n(n+1)(n+4)

.

C. özüm: (a) an = 1
n(n+1)(n+2)(n+3)

= (n+3)−n

3n(n+1)(n+2)(n+3)

=
1

3n(n + 1)(n + 2)
− 1

3(n + 1)(n + 2)(n + 3)

oldug̃undan, bn = − 1
3n(n+1)(n+2)

dersek an = bn+1−bn oldug̃u elde edilir.

Buna göre,

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(bk+1 − bk) = (b2 − b1) + (b3 − b2) + · · · + (bn+1 − bn)

= bn+1 − b1 = − 1

3(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+

1

18

⇒ lim
n→∞

Sn =
1

18

olur. Demek ki, genel terimi an = 1
n(n+1)(n+2)(n+3)

olan seri yakınsak ve

toplamı 1
18

dir.

(b) 1
k(k+p)

= 1
p

(
1
k
− 1

k+p

)
oldug̃undan,

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

1

k(k + p)
=

1

p

( n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k + p

)

=
1

p

p∑

k=1

1

k
− 1

p

n+p∑

k=p+1

1

k
⇒ lim

n→∞
Sn =

1

p

p∑

k=1

1

k

bulunur. Demek ki, genel terimi an = 1
n(n+p)

olan seri yakınsak ve

toplamı
∞∑

n=1

1

n(n + p)
=

1

p

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

p

)
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dir.

(c) an = 1
(2n+1)(2n+3)(2n+5)

= 1
4

(
1

2n+1
− 1

2n+5

)
1

2n+3

=
1

4

1

(2n + 1)(2n + 3)
− 1

4

1

(2n + 5)(2n + 3)

oldug̃undan, bn = − 1
4(2n+1)(2n+3)

dersek an = bn+1 − bn oldug̃u elde

edilir. Buna göre,

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

(bk+1 − bk) = bn+1 − b1

=
1

60
− 1

4(2n + 3)(2n + 5)

yazılabilir. Buradan da lim
n→∞

Sn = 1
60

oldug̃u ve dolayısıyla, genel terimi

an = 1
(2n+1)(2n+3)(2n+5)

olan seri yakınsak ve toplamı 1
60

tır.

(d) an = 3n+4
n(n+1)(n+4)

= n+(n+1)+(n+4)−1
n(n+1)(n+4)

=
1

(n + 1)(n + 4)
+

1

n(n + 4)
+

1

n(n + 1)
− 1

n(n + 1)(n + 4)

=
2

(n + 1)(n + 4)
+

1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
+

2

3

( 1

n + 1
− 1

n + 4

)
⇒

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

[1

k
− 1

k + 1
+

2

3

( 1

k + 1
− 1

k + 4

)]

=
n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k + 1
+

2

3

( n∑

k=1

1

k + 1
−

n∑

k=1

1

k + 4

)

=
(
1 +

1

2
+ · · · + 1

n

)
−

(1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n + 1

)

+
2

3

(1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n + 1
− 1

5
− 1

6
− · · · − 1

n + 4

)

= 1 − 1

n + 1
+

2

3

(1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

n + 2
− 1

n + 3
− 1

n + 4

)

= 1 − 1

n + 1
+

2

3

(13

12
− 1

n + 2
− 1

n + 3
− 1

n + 4

)

⇒ lim
n→∞

Sn = 1 +
2

3
.
13

12
= 1 +

13

18
=

31

18



990 C. özümlü Problemler

olur. Demek ki, genel terimi an = 3n+4
n(n+1)(n+4)

olan seri yakınsak ve

toplamı 31
18

dir. ¦

(3) As.ag̃ıdaki serilerin ıraksak olduklarını gösteriniz.

(a)
∞∑

n=1

2n−1
5n+3

; (b)
∞∑

n=1

(0, 03)
1
n ; (c)

∞∑
n=1

√
3n+2
5n+1

;

(d)
∞∑

n=1

n+2
3√2n3+5n−3

; (e)
∞∑

n=1

(−1)n−1 3n2+5n+5
2n2+1

; (f)
∞∑

n=1

(
n−1
n+1

)n

;

(g)
∞∑

n=1

(
n+1

n

)n2

; (h)
∞∑

n=1

(3n)!
(n!)2

; (i)
∞∑

n=1

(
3n3−1
3n3+2

)n3

;

(j)
∞∑

n=1

3√n

ln2(n+1)
; (k)

∞∑
n=1

(n2 + 2) ln n2+1
n2 ; (l)

∞∑
n=1

n3+1
n+3

arcsin 1
n2+2

;

(m)
∞∑

n=1

nn+ 1
n(

n+ 1
n

)n .

C. özüm: Problemlerin c.özümünde pozitif terimli (an) dizisi ıraksak

veya lim
n→∞

an 6= 0 ise
∞∑

n=1

an serisi ıraksatır önermesinden yararlanacag̃ız.

(a) lim
n→∞

2n−1
5n+3

= 2
5
6= 0 oldug̃undan verilen seri ıraksaktır.

(b) lim
n→∞

(0, 03)
1
n = 1 6= 0 oldug̃undan verilen seri ıraksaktır.

(c) lim
n→∞

√
3n+2
5n+1

= lim
n→∞

√
3+ 2

n

5+ 1
n

=
√

3
5
6= 0 oldug̃undan, verilen seri

ıraksaktır.

(d) lim
n→∞

n+2
3√2n3+5n−3

= lim
n→∞

1+ 2
n

3
√

2+ 5
n2 − 3

n3

= 1
3√2

6= 0 oldug̃undan, verilen

seri ıraksaktır.

(e) an = (−1)n−1 3n2+5n+5
2n2+1

, n ∈ N ⇒

lim
k→∞

a2k = − lim
k→∞

3(2k)2 + 5(2k) + 5

2(2k)2 + 1
= −3

2
,

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

3(2k − 1)2 + 5(2k − 1) + 5

2(2k − 1)2 + 1
=

3

2
⇒

(an) ıraksaktır. Buna göre, verilen seri ıraksaktır.
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(f) lim
n→∞

(
n−1
n+1

)n

= lim
n→∞

[(
1 − 2

n+1

)−n+1
2

]− 2n
n+1

= e
− lim

n→∞
2n

n+1 = e−2 6= 0

oldug̃undan, verilen seri ıraksaktır.

(g) lim
n→∞

(
n+1

n

)n2

= lim
n→∞

[(
1 + 1

n

)n]n

= e
lim

n→∞
n

= +∞ ⇒
((

n+1
n

)n2)

dizisi ıraksak ve dolayısıyla, verilen seri ıraksaktır.

(h) an = (3n)!
(n!)2

= n!(n+1)···(2n)(2n+1)···(3n)
(n!).(n!)

=
(n + 1) · · · (2n)(2n + 1) · · · (3n)

n!
>

(n!).(n!)

n!
= n! ⇒ lim

n→∞
an = +∞ ⇒

(
(3n)!
(n!)2

)
dizisi ıraksak ve dolayısıyla, verilen seri ıraksaktır.

(i) lim
n→∞

(
3n3−1
3n3+2

)n3

= lim
n→∞

[(
1 − 3

3n3+2

)− 3n3+2
3

]− 3
3n3+2

= e
− lim

n→∞
3n3

3n3+2 =

e−1 6= 0 oldug̃undan, verilen seri ıraksaktır.

(j) 2. L’Hoppital kuralı gereg̃ince,

lim
x→∞

3
√

x

ln2(x + 1)
= lim

x→∞

1

3
3√

x2

2 ln(x+1)
x+1

=
1

6
lim

x→∞

x
1
3 + x− 2

3

ln(x + 1)

=
1

6
lim

x→∞

1
3
x− 2

3 − 2
3
x− 5

3

1
x+1

=
1

18
lim

x→∞

(x + 1

x
2
3

− 2
x + 1

x
5
3

)

[ lim
x→∞

x+1

x
2
3

= lim
x→∞

(x
1
3 + x− 2

3 ) = +∞ ve lim
x→∞

x+1

x
5
3

= 0 oldug̃undan]

lim
n→∞

3
√

n

ln2(n+1)
= +∞ ⇒

(
3
√

n

ln2(n+1)

)
dizisi ıraksak ve dolayısıyla, ver-

ilen seri ıraksaktır.

(k) lim
n→∞

(n2 + 2) ln n2+1
n2 = lim

n→∞
n2+2

n2 ln
(
1 + 1

n2

)n2

= 1. ln e = 1 6= 0

oldug̃una göre, verilen seri ıraksaktır.

(l) lim
n→∞

n3+1
n+3

arcsin 1
n2+2

= lim
n→∞

n3+1
(n+3)(n2+2)

. lim
n→∞

(n2 + 2) arcsin 1
n2+2

= lim
n→∞

(n2 + 2) arcsin
1

n2 + 2
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[2. L’Hospital kuralına göre]

lim
x→∞

x2 arcsin
1

x2
= lim

x→∞

arcsin 1
x2

1
x2

= lim
x→∞

1√
1−x−4

(
1
x2

)′

(
1
x2

)′ = lim
x→∞

x2

√
x4 − 1

= 1

oldug̃undan, lim
n→∞

n3+1
n+3

arcsin 1
n2+2

= 1 6= 0 oldug̃una göre, verilen

seri ıraksaktır.

(m) lim
n→∞

nn+ 1
n(

n+ 1
n

)n = lim
n→∞

n
1
n(

1+ 1
n2

)n = lim
n→∞

n
1
n[(

1+ 1
n2

)n2] 1
n

=
lim

n→∞
n

1
n

e
lim

n→∞
1
n

=
1

e0
= 1 6= 0

oldug̃una göre, verilen seri ıraksaktır. ¦

(4) Cauchy yakınsaklık kriterini kullanarak as.ag̃ıdaki serilerin yakınsak

olduklarını gösteriniz.

(a)
∞∑

n=1

cos nx
2n , x ∈ R ; (b)

∞∑
n=1

sin nx
n(n+1)

, (x ∈ R) ;

(c)
∞∑

n=1

cos nx−cos(n+1)x
n

, x ∈ R .

C. özüm: (a) an = cos nx
2n , n ∈ N olsun. ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

|an+1 + · · · + an+p| =
∣∣∣cos(n + 1)x

2n+1
+ · · · + cos(n + p)x

2n+p

∣∣∣

≤ 1

2n+1
+ · · · + 1

2n+p
=

1

2n+1

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

2p−1

)

=
1

2n+1

1 − 1
2p

1 − 1
2

=
1

2n

(
1 − 1

2p

)
<

1

2n

oldug̃una göre, herhangi bir ε > 0 sayısı verildig̃inde, nε = [[ log2
1
ε

]] +1

dersek ∀n ≥ nε ve ∀p ∈ N ic.in

|an+1 + · · · + an+p| < ε
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oldug̃u elde edilir. O halde, Cauchy kriteri gereg̃ince bu seri her x ∈ R

ic.in yakınsaktır.

(b) an = sin nx
n(n+1)

, n ∈ N olsun. ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

|an+1 + · · · + an+p| =
∣∣∣ sin(n + 1)x

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + sin(n + p)x

(n + p)(n + p + 1)

∣∣∣

≤ 1

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + 1

(n + p)(n + p + 1)

=
( 1

n + 1
− 1

n + 2

)
+

( 1

n + 2
− 1

n + 3

)
+ · · · +

+
( 1

n + p
− 1

n + p + 1

)

=
1

n + 1
− 1

n + p + 1
<

1

n + 1
<

1

n

oldug̃una göre, herhangi bir ε > 0 sayısı verildig̃inde, nε = [[ 1
ε

]] + 1

dersek ∀n ≥ nε ve ∀p ∈ N ic.in

|an+1 + · · · + an+p| < ε

oldug̃u elde edilir. O halde, Cauchy kriteri gereg̃ince verilen seri ∀x ∈ R

ic.in yakınsaktır.

(c) cos x−cos 2x
1

+ cos 2x−cos 3x
2

+ · · · + cos nx−cos(n+1)x
n

= cos x +
(1

2
− 1

2 − 1

)
cos 2x +

(1

3
− 1

3 − 1

)
cos 3x + · · · +

+
( 1

n
− 1

n − 1

)
cos nx − cos(n + 1)x

n

= cos x − cos(n + 1)x

n
−

∞∑

k=2

cos kx

k(k − 1)

ve ∀x ∈ R ic.in lim
n→∞

cos(n+1)x
n

= 0 oldug̃una göre,

∞∑

n=1

cos nx − cos(n + 1)x

n
ve

∞∑

n=2

cos nx

n(n − 1)
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serilerinin karakterleri aynıdır. (b) ye benzer olarak gösterilebilir ki,
∞∑

n=2

cos nx
n(n−1)

serisi ∀x ∈ R ic.in Cauchy kriteri gereg̃ince yakınsaktır. Buna

göre, verilen seri de ∀x ∈ R ic.in yakınsaktır. ¦

(5) Cauchy kriterinin deg̃ilinden yararlanarak as.ag̃ıdaki serilerin ıraksak

olduklarını gösteriniz.

(a)
∞∑

n=1

1
3n+1

; (b)
∞∑

n=1

n+1
n2+2

;

(c)
∞∑

n=1

1√
n(n+1)

; (d)
∞∑

n=1

ln
(
1 + 1

n

)
.

C. özüm: (a) ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

an+1 + · · · + an+p =
1

3(n + 1) + 1
+ · · · + 1

3(n + p) + 1
>

p

3(n + 1) + 1

oldug̃undan, p = n ic.in

an+1 + · · · + a2n >
n

3(n + 1) + 1
>

1

7

bulunur. Demek ki, ε = 1
7

> 0 sayısı verildig̃inde ∀n ∈ N ic.in an+1 +

· · ·+a2n > ε oldug̃u, dolayısıyla, verilen serinin Cauchy kriteri gereg̃ince

ıraksak oldug̃u anlas.ılır.

(b) ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

an+1 + an+2 + · · · + an+p =
(n + 1) + 1

(n + 1)2 + 2
+

(n + 2) + 1

(n + 2)2 + 2
+ · · ·

+
(n + p) + 1

(n + p)2 + 2
> p

(n + p) + 1

(n + p)2 + 2

oldug̃una göre, p = n ∈ N ic.in

an+1 + an+2 + · · · + a2n >
2n2 + n

4n2 + 2
=

1

2

2n2 + n

2n2 + 1
≥ 1

2

olur. Demek ki, ε = 1
2

> 0 sayısı verildig̃inde ∀n ∈ N ic.in an+1 + · · · +
a2n > ε oldug̃u, dolayısıyla, verilen serinin Cauchy kriteri gereg̃ince
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ıraksak oldug̃u anlas.ılır.

(c) ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

an+1 + · · · + an+p =
1√

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + 1

(n + p)(n + p + 1)

≥ 2

(n + 1) + (n + 2)
+ · · · + 2

(n + p) + (n + p + 1)

>
2p

2(n + p) + 1

oldug̃una göre, p = n ∈ N ic.in

an+1 + · · · + a2n >
2n

4n + 1
>

2

5

bulunur. Demek ki, ε = 2
5

> 0 sayısı verildig̃inde ∀n ∈ N ic.in an+1 +

· · ·+a2n > ε oldug̃u, dolayısıyla, verilen serinin Cauchy kriteri gereg̃ince

ıraksak oldug̃u anlas.ılır.

(d) ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

an+1 + · · · + an+p = ln
(
1 +

1

n + 1

)
+ · · · + ln

(
1 +

1

n + p

)

> p ln
(
1 +

1

n + p

)
= ln

(
1 +

1

n + p

)p

> ln
(
1 +

p

n + p

)

oldug̃una göre, p = n ∈ N ic.in

an+1 + · · · + a2n > ln
(
1 +

n

n + n

)
> ln

3

2

bulunur. Demek ki, ε = ln 3
2

> 0 sayısı verildig̃inde ∀n ∈ N ic.in

an+1 + · · · + a2n > ε oldug̃u, dolayısıyla, verilen serinin Cauchy kriteri

gereg̃ince ıraksak oldug̃u anlas.ılır. ¦

(6) Teorem 8.2.2 den yararlanarak as.ag̃ıdaki serilerin yakınsaklık durum-

larını inceleyiniz.
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(a)
∞∑

n=1

1
2n−1

; (b)
∞∑

n=1

1
n
√

n+1
;

(c)
∞∑

n=1

1√
(2n−1)(2n+1)

; (d)
∞∑

n=1

sin4 2n
(n+1)(n+2)

.

C. özüm: (a) Sn =
n∑

k=1

1
2k−1

, n ∈ N olsun. (Sn) dizisinin S2 =

1 + 1
3
, S22 = S4 = 1 + 1

3
+ 1

5
+ 1

7
, · · · , S2n = 1 + 1

3
+ · · · + 1

2n+1−1
, · · ·

terimlerinden olus.an (S2n) alt dizisini gözönüne alalım. 1 + 1
3

> 1, 1
5
+

1
7

> 2
8

= 1
4
, 1

9
+ 1

11
+ 1

13
> 4

16
= 1

4
, · · · , 1

2n+1
+ 1

2n+3
+ · · · + 1

2n+1−1
>

2n−1

2n+1 = 1
4

oldug̃una göre,

S2n =
(
1 +

1

3

)
+

(1

5
+

1

7

)
+

(1

9
+

1

11
+

1

13

)
+ · · · +

+
( 1

2n + 1
+

1

2n + 3
+ · · · + 1

2n+1 − 1

)

> 1 +
n − 1

4

bulunur. Buna göre, (S2n) dizisi ve dolayısıyla (Sn) dizisi üstten sınırsız,

yani (Sn) ıraksaktır. Demek ki, verilen seri ıraksaktır.

(b) Sn =
n∑

k=1

1
k
√

k+1
, n ∈ N olsun.

1

2
√

3
+

1

3
√

4
<

1

2
√

2
+

1

3
√

3
<

2

2
√

2
=

1√
2
,

1

4
√

5
+ · · · + 1

7
√

8
<

1

4
√

4
+ · · · + 1

4
√

4
<

4

(2
√

2)2
=

1

(
√

2)2

· · · · · · · · · · · · · · ·

1

2n
√

2n + 1
+ · · · +

1

(2n+1 − 1)
√

2n+1
<

1

2n
√

2n
+ · · ·

+
1

(2n+1 − 1)
√

2n+1 − 1

<
1

(
√

2)n
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oldug̃una göre,

S2n+1 =
1√
2

+
( 1

2
√

3
+

1

3
√

4

)
+

( 1

4
√

5
+

1

5
√

6
+

1

6
√

7
+

1

7
√

8

)
+

+ · · · +
( 1

2n
√

2n + 1
+ · · · + 1

(2n+1 − 1)
√

2n+1

)

<
1√
2

+
1

(
√

2)2
+ · · · + 1

(
√

2)n
=

1√
2

(
1 +

1√
2

+ · · · + 1

(
√

2)n−1

)

=
1√
2

1 − 1
1

(
√

2)n

1 − 1√
2

=
1√

2 − 1

(
1 − 1

(
√

2)n

)
<

1√
2 − 1

oldug̃u elde edilir. (Sn) artan ve üstten sınırlı oldug̃una göre, (c.ünkü

∀n ∈ N ic.in Sn < S2n < 1√
2−1

dir.) verilen seri yakınsaktır.

(c) Sn =
n∑

k=1

1√
(2k−1)(2k+1)

= 1√
1.3

+ 1√
3.5

+ · · · + 1√
(2n−1)(2n+1)

>
2

1 + 3
+

2

3 + 5
+ · · · + 2

2n − 1 + 2n + 1

=
1

2
+

1

4
+ · · · + 1

2n
>

1

2

(
ln 2 + ln

3

2
+ · · · + ln

n + 1

n

)

=
1

2
ln(n + 1)

ve lim
n→∞

ln(n+1) = +∞ oldug̃una göre, lim
n→∞

Sn = +∞ olur. Demek ki,

verilen seri ıraksaktır.

(d) ∀k ∈ N ic.in
sin4 2k

(k+1)(k+2)
≤ 1

(k+1)(k+2)
= 1

k+1
− 1

k+2
oldug̃una göre,

∀n ∈ N ic.in

Sn =
n∑

k=1

sin4 2k

(k + 1)(k + 2)
≤

n∑

k=1

( 1

k + 1
− 1

k + 2

)

=
(1

2
− 1

3

)
+

(1

3
− 1

4

)
+ · · · +

( 1

n + 1
− 1

n + 2

)

=
1

2
− 1

n + 2
<

1

2

oldug̃u elde edilir. (Sn) dizisi artan ve üstten sınırlı oldug̃undan yakınsak,

dolayısıyla, verilen seri de yakınsaktır. ¦
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(7) Terimleri negatif olmayan
∞∑

n=1

an (A) serisi yakınsak ise
∞∑

n=1

√
anan+1 (A′)

serisi de yakınsaktır. Gösteriniz. Bunun kars.ıtıda dog̃rumudur? (an)

monoton ise kars.ıtı ic.in ne dersiniz?

C. özüm: (A) serisinin kısmi toplamlar dizisi (Sn) olsun (yani, Sn =

a1 + a2 + · · · + an, n ∈ N olsun). (A) yakınsak oldug̃undan, ∀n ∈ N

ic.in Sn ≤ S olacak s.ekilde bir S > 0 sayısı vardır.
∞∑

n=1

√
anan+1 (A′)

serisinin n. kısmi toplamı S ′
n =

n∑
k=1

√
akak+1 olsun. ∀k = 1, 2, · · · , n

ic.in
√

akak+1 ≤ 1
2
(ak + ak+1) oldug̃una göre,

S ′
n ≤ 1

2

n∑

k=1

(ak + ak+1) =
1

2
(Sn + Sn+1 − a1) ≤

1

2
(2S − a1)

oldug̃u elde edilir. Pozitif terimli (A′) serisinin (S ′
n) kısmi toplamlar

dizisi üstten sınırlı oldug̃undan, Teorem 8.2.2 gereg̃ince yakınsaktır.

Bu önermenin kars.ıtı genellikle dog̃ru deg̃ildir. Örneg̃in, terimleri

an =

{
0, n = 2k − 1 ise,
1
k
, n = 2k ise

s.eklinde tanımlanan (an) dizisi ic.in (A′) serisi yakınsak (c.ünkü ∀n ∈
N ic.in

√
anan+1 = 0 dır) fakat (A) serisi ıraksaktır (c.ünkü,

∞∑
n=1

an =

∞∑
k=1

a2k = 1 + 1
2

+ · · · + 1
n

+ · · · ıraksaktır).

(an) monoton azalan (artan) bir dizi, yani ∀n ∈ N ic.in an ≥ an+1 (an ≤
an+1)

an+1 ≤
√

anan+1 ≤
1

2
(an + an+1) ≤ an

(an ≤ √
anan+1 ≤

1

2
(an + an+1) ≤ an+1)

olacag̃ından Teorem 8.2.4 gereg̃ince (A) ve (A′) serilerinin karakterleri

aynıdır. ¦
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(8) ∀n ∈ N ic.in an > 0, an ≥ an+1 ve
∞∑

n=1

an (A) serisi yakınsak olsun.

lim
n→∞

nan = 0 oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: (A) yakınsak oldug̃una göre, Cauchy kriteri gereg̃ince ∀ε > 0

ic.in ∃nε ∈ N öyleki ∀n ≥ nε ve ∀p ∈ N ic.in

0 < an+1 + · · · + an+p <
ε

2
olur. (an) monoton azalan bir dizi oldug̃una göre buradan pan+p < ε

2

oldug̃u elde edilir. Buna göre, ∀n ≥ nε ic.in p = n ve p = n + 1 dersek

sırasıyla 2na2n < ε ve (2n + 1)a2n+1 < ε bulunur. Demek ki, ∀n ≥ 2nε

ic.in nan < ε ve dolayısıyla, lim
n→∞

nan = 0 oldug̃u anlas.ılır. ¦

(9)
∞∑

n=1

an pozitif tanımlı serisi yakınsak ve Sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N olsun.

∞∑
n=1

Sn

n
serisinin ıraksak oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm:
∞∑

n=1

Sn

n
serisinin n. kısmi toplamı S ′

n = S1

1
+ S2

2
+ · · · + Sn

n

olsun. ∀n ∈ N ic.in Sn ≥ S1 oldug̃undan

S ′
n ≥ S1

1
+

S1

2
+ · · · + S1

n
= S1

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

n

)

ve lim
n→∞

(
1 + 1

2
+ · · · + 1

n

)
= +∞ oldug̃una göre, lim

n→∞
S ′

n = +∞ olur.

Demek ki,
∞∑

n=1

Sn

n
serisi ıraksaktır.

(10)
∞∑

n=1

an pozitif tanımlı serisi yakınsak olsun. Rn =
∞∑

k=n+1

ak olmak üzere

∞∑
n=1

an√
Rn−1

serisinin yakınsak oldug̃unu gösteriniz. ¦

C. özüm: ∀n ∈ N ic.in

0 ≤ an√
Rn−1

=
Rn−1 − Rn√

Rn−1

= (
√

Rn−1 −
√

Rn)

√
Rn−1 +

√
Rn√

Rn−1

≤ 2(
√

Rn−1 −
√

Rn) (8.15)
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yazılabilir.
∞∑

n=1

(
√

Rn−1 −
√

Rn) serisinin n. kısmi toplamı

S ′
n =

n∑

k=1

(
√

Rk−1 −
√

kn)

= (
√

R0 −
√

R1) + (
√

R1 −
√

R2) + · · · + (
√

Rn−1 −
√

Rn)

= (
√

R1 −
√

Rn)

dır.
∞∑

n=1

an yakınsaktır [Sonuc. 8.2.4 den] ⇒ lim
n→∞

Rn = 0

⇒ lim
n→∞

S ′
n =

√
R1 − lim

n→∞

√
Rn =

√
R1 ⇒ lim

n→∞
(
√

Rn−1 −
√

Rn)

yakınsaktır [ (8.15) e göre Teorem 8.2.4 ten]
∞∑

n=1

an√
Rn−1

yakınsaktır. ¦

(11)
∞∑

n=1

an pozitif tanımlı serisi ıraksak ve Sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N olsun.
∞∑

n=1

an

Sn

serisinin ıraksak oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: ∀n ∈ N ve ∀p ∈ N ic.in

an+1

Sn+1

+
an+2

Sn+2

+ · · · + an+p

Sn+p

≥ an+1 + an+2 + · · · + an+p

Sn+p

=
Sn+p − Sn

Sn+p

= 1 − Sn

Sn+p

yazabiliriz.
∑

an ıraksak oldug̃undan, lim
m→∞

Sm = +∞ olur. Son

es.itsizlikte n′ i sabit tutarak p → ∞ iken limite gec.ersek

lim
p→∞

(an+1

Sn+1

+ · · · + an+p

Sn+p

)
≥ 1 − Sn lim

p→∞

1

Sn+p

= 1

oldug̃u elde edilir. Buradan Cauchy kriteri gereg̃ince
∞∑

n=1

an

Sn
serisinin

ıraksak oldug̃u anlas.ılır. ¦

(12) Terimleri negatif olmayan
∞∑

n=1

an serisi yakınsak olsun. Her ε > 0 sayısı

ic.in
∞∑

n=1

an
1+ε serisinin yakınsak oldug̃unu gösteriniz.
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C. özüm:
∑

an ve
∑

an
1+ε serilerinin n. kısmi toplamları sırasıyla Sn

ve S ′
n olsun.

∑
an yakınsaktır ⇒ ∀n ∈ N ic.in 0 ≤ Sn ≤ S olacak

s.ekilde S > 0 sayısı vardır. O zaman,

S ′
n = a1

1+ε + a2
1+ε + · · · + an

1+ε

≤
{

(a1 + a2 + · · · + an)1+ε, ε > 0 sayısı tam ise,

(a1 + a2 + · · · + an)2+ [[ ε ]] , ε > 0 sayısı tam degilse

≤
{

S1+ε, ε > 0 sayısı tam ise,

S2+ [[ ε ]] , ε > 0 sayısı tam degilse

oldug̃u, dolayısıyla, (S ′
n) dizisinin üstten sınırlı oldug̃u elde edilir. De-

mek ki, ∀ε > 0 ic.in
∞∑

n=1

an
1+ε serisi yakınsaktır. ¦

Uyarı 8.6.1 Problem (12) deki önermenin tersi genellikle dog̃ru deg̃ildir.

Örneg̃in, an = 1
n
, n ∈ N dizisi ic. in

∞∑
n=1

an
2 =

∞∑
n=1

1
n2 yakınsak

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

1
n

serisi ise ıraksaktır.

(13) Terimleri negatif olmayan (an) dizisi verilmis. olsun.
∞∑

n=1

an (A) serisi

yakınsak oldug̃unda as.ag̃ıdaki serilerinde yakınsak olacaklarını gösteriniz.

(a)
∞∑

n=1

an

1+an
; (b)

∞∑
n=1

an

1+nan
;

(c)
∞∑

n=1

max{an, an+1, an+2} ; (d)
∞∑

n=1

min{an, an+1, · · · , a2n−1} ;

(e)
∞∑

n=1

an+an+1+···+a2n−1

n
; (f)

∞∑
n=1

n
√

an.an+1 · · · a2n−1 ;

C. özüm: ∀n ∈ N ic.in 0 ≤ an

1+an
≤ an ve 0 ≤ an

1+nan
≤ an oldug̃una

göre, Teorem 8.2.4 gereg̃ince (a) ve (b) serileri yakınsaktır.

(c) ∀n ∈ N ic.in max{an, an+1, an+2} ≤ an + an+1 + an+2 oldug̃u ac.ıktır.

(A) serisi yakınsak oldug̃undan, bu serinin (Sn) kısmi toplamlar dizisi

üstten sınırlıdır, yani ∀n ∈ N ic.in Sn ≤ S olacak s.ekilde S ≥ 0 sayısı
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vardır.
∞∑

n=1

max{an, an+1, an+2} (A′) serisinin n. kısmi toplamı S ′
n

olsun. ∀n ∈ N ic.in

S ′
n =

n∑

k=1

max{ak, ak+1, ak+2} ≤
n∑

k=1

(ak + ak+1 + ak+2)

= Sn + Sn+1 − a1 + Sn+2 − a1 − a2

≤ Sn + Sn+1 + Sn+2 ≤ 3S

oldug̃una göre, (S ′
n) dizisi üstten sınırlıdır. Demek ki, (A′) serisi

yakınsaktır (Teorem 8.2.2 den).

(d) ∀n ∈ N ic.in min{an, an+1, · · · , a2n−1} ≤ an oldug̃undan Teorem

8.2.4 gereg̃ince
∞∑

n=1

min{an, an+1, · · · , a2n−1} serisi yakınsaktır.

(e) ∀n ∈ N ic.in
∞∑

n=1

an+an+1+···+a2n−1

n
(A) serisinin n. kısmi toplamı Sn

olsun. ∀n ∈ N ic.in

Sn = a1 +
a2 + a3

2
+

a3 + a4 + a5

3
+ · · · + an + an+1 + · · · + a2n−1

n

≤ a1 + a2
1

2
+ a3

(1

3
+

1

2

)
+ a4

(1

4
+

1

3

)

+ · · · + ap

(1

p
+

1

p − 1
+ · · · + 1

[[ p

2
]] + 1

)
+ · · · +

+ a2n−1

( 1

2n − 1
+

1

2n − 2
+ · · · + 1

n

)

≤
2n−1∑

m=1

am = S2n−1 ≤ S

yazılabilir. (Sn) dizisi üstten sınırlı oldug̃una göre, (A) serisi yakınsaktır

(Teorem 8.2.2 den).

(f) ∀n ∈ N ic.in

n
√

an.an+1 · · · a2n−1 ≤
an + an+1 + · · · + a2n−1

n

ve (e) ye göre (A) serisi yakınsak oldug̃undan, dolayı Teorem 8.2.4

gereg̃ince
∞∑

n=1

n
√

an.an+1 · · · a2n−1 serisi yakınsaktır. ¦
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(14) Terimleri negatif olmayan (bn) dizisi ic.in
∞∑

n=1

bn (B) serisi ıraksak

oldug̃unda

(a)
∞∑

n=1

bn

1+bn
(B′) ; (b)

∞∑
n=1

max{bn, bn+1, · · · , b2n−1} (B)

serilerinin de ıraksak olduklarını gösteriniz.

C. özüm: (a) bn

1+bn
= 1 − 1

1+bn
oldug̃undan, (B′) serisinin yakınsak

olması ic.in lim
n→∞

bn = 0 olması gereklidir. Bu durumda, n → +∞ iken
bn

1+bn
∼ bn oldug̃una göre, (B) nin ıraksak olması halinde (B′) serisi de

ıraksaktır.

(b) ∀n ∈ N ic.in max{bn, bn+1, · · · , b2n−1} ≥ bn oldug̃una göre, Teorem

8.2.4 gereg̃ince (B) serisi ıraksaktır. ¦

(15)

bn =

{
0, n 6= 2k ise,
1
2k , n = 2k ise

k ∈ N olsun.
∞∑

n=1

bn (B) serisinin yakınsak,
∞∑

n=1

max{bn, bn+1, · · · , b2n−1} (B)

serisinin de ıraksak oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: k ∈ N, 2k + 1 ≤ n ≤ 2k+1 ise

2k+1 + 1 ≤ 2n − 1 ≤ 2k+2 − 1

oldug̃una göre, max{bn, bn+1, · · · , b2n−1} = 1
2k+1 bulunur. Buna göre,

∀k ∈ N ic.in

2k+1∑

n=2k+1

max{bn, bn+1, · · · , b2n−1} =
2k

2k+1
=

1

2

oldug̃u elde edilir. Buradan da (B) serisinin ıraksak oldug̃u anlas.ılır

(Cauchy kriterinden). ¦

(16)
∞∑

n=1

an ve
∞∑

n=1

bn serileri yakınsak ise
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(a)
∞∑

n=1

|anbn| ; (b)
∞∑

n=1

(an + bn)2 ; (c)
∞∑

n=1

|an|
n

.

serilerininde yakınsak olduklarını gösteriniz.

C. özüm: ∀n ∈ N ic.in |anbn| ≤ 1
2
(an

2+bn
2), (an+bn)2 ≤ 2(a2

n+b2
n) ve

|an|
n

≤ 1
2
(a2

n+ 1
n2 ) oldug̃u ac.ıktır.

∞∑
n=1

1
n2 ve Problem (12) ye göre

∞∑
n=1

a2
n

ve
∞∑

n=1

b2
n serileri yakınsak oldug̃undan,

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) ve
∞∑

n=1

(a2
n + 1

n2 )

serileride yakınsaktırlar (Teorem 8.1.11 dan). Buna göre, Teorem 8.2.4

gereg̃ince
∞∑

n=1

|anbn|,
∞∑

n=1

(an + bn)2 ve
∞∑

n=1

|an|
n

serileri yakınsaktırlar. ¦

(17) (a)
∞∑

n=1

an (A) yakınsak ve
∞∑

n=1

bn (B) ıraksak,

(b) (A) ve (B) serileri ıraksak

oldukları durumlarda
∞∑

n=1

(an+bn) (C) serisinin karakterini inceleyiniz.

C. özüm: (a) durumunda (C) serisi ıraksaktır. Gerc.ekten, (C) serisi

yakınsak oldug̃unda bn = (an + bn) − an es.itlig̃inden Teorem 8.1.11

gereg̃ince (B) serisi yakınsak olacaktır.

(b) an = 1+ 1
n
, bn = 1

n
, n ∈ N ic.in (A), (B) ve

∞∑
n=1

(an +bn) =
∞∑

n=1

(1+

2
n
) serileri ıraksaktırlar. an = (−1)n−1, bn = (−1)n, n ∈ N ic.in (A) ve

(B) serileri ıraksak fakat
∞∑

n=1

(an + bn) =
∞∑

n=1

0 = 0 serisi yakınsaktır.

Demek ki, (b) durumunda (C) serisinin yakınsaklıg̃ı üzerine kesin bir

s.ey söylenemez. ¦

(18) Kars.ılas.tırma testlerinden yararlanarak genel terimleri as.ag̃ıdaki s.ekilde

verilen serilerin karakterini inceleyiniz.

(a) an = n+1
n2 ; (b) an = 2n2+5n+1√

n6+3n2+2
;

(c) an = 5+3.(−1)n−1

2n ; (d) an =
cos( π

4n
)

5√2n5−1
;

(e) an = ln n+sin n
n2+2 ln n

; (f) an = n+2
n2(4+3 sin( πn

3
))

;

(g) an =
arcsin n−1

n+1

n
√

ln(n+1)
; (h) an = n5(

√
2+sin

√
n)

2n+n
.



Sayısal Seriler 1005

C. özüm: (a) bn = 1
n
, n ∈ N olmak üzere lim

n→∞
an

bn
= lim

n→∞

n+1

n2
1
n

= 1 ve
∑

bn =
∑

1
n

serisi ıraksak oldug̃undan,
∑

an serisi ıraksaktır.

(b) bn = 1
n
, n ∈ N olmak üzere

lim
n→∞

an

bn

= lim
n→∞

2n2 + 5n + 1√
n6 + 3n2 + 2

= lim
n→∞

2 + 5
n

+ 1
n2√

1 + 3
n4 + 2

n6

= 2

ve
∑

1
n

serisi ıraksak oldug̃undan,
∑

an serisi ıraksaktır.

(c) ∀n ∈ N ic.in 2 ≤ 5 + 3.(−1)n−1 ≤ 8 oldug̃una göre, 0 < an =
5+3.(−1)n−1

2n ≤ 8
2n ve

∞∑
n=1

1
2n serisi yakınsak oldug̃undan,

∞∑
n=1

an serisi

yakınsaktır.

(d) bn = 1
n
, n ∈ N olmak üzere

lim
n→∞

an

bn

= lim
n→∞

n cos( π
4n

)
5
√

2n5 − 1
= lim

n→∞

cos( π
4n

)

5

√
2 − 1

n5

=
1
5
√

2

ve
∞∑

n=1

1
n

serisi ıraksak oldug̃undan,
∞∑

n=1

an serisi ıraksaktır.

(e) bn = ln n
n2 , n = 2, 3, · · · olmak üzere

lim
n→∞

an

bn

= lim
n→∞

n2(ln n + sin n)

(n2 + 2 ln n) ln n
= lim

n→∞

1 + sin n
n2 ln n

1 + 2 ln n
n2

= 1

ve
∞∑

n=1

ln n
n2 serisi yakınsak oldug̃una göre, (Cauchy integral testinden)

∞∑
n=1

an serisi yakınsaktır.

(f) ∀n ∈ N ic.in 1 ≤ 4+3 sin(πn
3

) ≤ 7 oldug̃una göre, 1
7

n+2
n2 ≤ an ≤ n+2

n2

ve
∞∑

n=1

n+2
n2 =

∞∑
n=1

(
1
n

+ 2
n2

)
serisi ıraksak oldug̃una göre,

∞∑
n=1

an serisi

ıraksaktır.

(g) bn = 1

(n+1)
√

ln(n+1)
, n =∈ N olmak üzere

lim
n→∞

an

bn

= lim
n→∞

n + 1

n
arcsin

n − 1

n + 1
= arcsin 1 =

π

2
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ve
∞∑

n=1

1

(n+1)
√

ln(n+1)
serisi ıraksak oldug̃una göre, (Bkz. Örnek 8.2.23)

∞∑
n=1

an serisi ıraksaktır.

(h) ∀n ∈ N ic.in 0 < an = n5

2n

√
2+sin

√
n

1+ n
2n

≤ (1 +
√

2)n5

2n ve
∞∑

n=1

n5

2n serisi

yakınsak oldug̃una göre (D’alembert testinden)
∞∑

n=1

an serisi yakınsak-

tır. ¦

(19) (npan)− Testi yardımıyla genel terimleri as.ag̃ıda verilen serilerin karak-

terini inceleyiniz.

(a) an = 1√
(2n+1)(2n+3)

; (b) an = 1 − cos 2π
n

;

(c) an = ln
(
1 + 1

n 3
√

n

)
; (d) an = 1

n
arctan 1

2
√

n
;

(e) an = (e
1
n − 1) sin 1√

n+1
; (f) an = sin 2n+1

n3+5n+3
;

(g) an = e
( 3√n+1)

(n2+3) − 1 ; (h) an =
ln(1+sin( 1

n
))

n+ln2 n
;

(i) an = log2n

(
1 +

n
√

3
n

)
; (j) an =

√
n+1−

√
n−1√

n+2
.

C. özüm: (a) an = 1

n
√

(2+ 1
n

)(2+ 3
n

)
⇒ lim

n→∞
nan = 1

2
⇒

∞∑
n=1

1√
(2n+1)(2n+3)

ıraksaktır.

(b) t → 0 iken cos t = 1 − t2

2
+ o(t2) oldug̃una göre,

an = 1 − cos
2π

n
=

1

2

(2π

n

)2

+ o
( 1

n2

)

⇒ lim
n→∞

n2an = 2 ⇒
∞∑

n=1

(
1 − cos

2π

n

)

yakınsaktır.

(c) t → 0 iken ln(1 + t) = t − t2

2
+ t3

3
+ o(t3) oldug̃una göre,

an = ln
(
1 +

1

n 3
√

n

)
=

1

n 3
√

n
+ o

( 1

n2 3
√

n2

)

⇒ lim
n→∞

n
4
3 an = 1 ⇒

∞∑

n=1

ln
(
1 +

1

n 3
√

n

)
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yakınsaktır.

(d) t → 0 iken arctan t = t − t3

3
+ o(t3) oldug̃una göre,

an =
1

n
arctan

1

2
√

n
=

1

2n
√

n
+ o

( 1

4n2

)

⇒ lim
n→∞

n
3
2 an =

1

2
⇒

∞∑

n=1

1

n
arctan

1

2
√

n

yakınsaktır.

(e) t → 0 iken et = 1 + t + +o(t) ve sin t = t + o(t) oldug̃una göre,

an = (e
1
n − 1) sin

1√
n + 1

=
( 1

n
+ o

( 1

n

))( 1√
n + 1

+ o
( 1√

n + 1

))

=
1

n
√

n + 1
+ o

( 1

n
√

n + 1

)

⇒ lim
n→∞

n
3
2 an = 1 ⇒

∞∑

n=1

(e
1
n − 1) sin

1√
n + 1

yakınsaktır.

(f) t → 0 iken sin t = t + o(t) oldug̃una göre,

an = sin
2n + 1

n3 + 5n + 3
=

2n + 1

n3 + 5n + 3
+ o

(
sin

2n + 1

n3 + 5n + 3

)

⇒ lim
n→∞

n2an = 2 ⇒
∞∑

n=1

sin
2n + 1

n3 + 5n + 3

yakınsaktır.

(g) t → 0 iken et = 1 + t + +o(t) oldug̃una göre,

an = e
( 3√n+1)

(n2+3) − 1 =
3
√

n + 1

n2 + 3
+ o

( 3
√

n + 1

n2 + 3

)

⇒ lim
n→∞

n
5
3 an = 1 ⇒

∞∑

n=1

(
e

( 3√n+1)

(n2+3) − 1
)



1008 C. özümlü Problemler

yakınsaktır.

(h) an = 1
n+ln2 n

ln(1 + sin
(

1
n

)
) = 1

n+ln2 n

(
sin

(
1
n

)
+ o

(
sin

(
1
n

)))

=
1

n + ln2 n

( 1

n
+ o

( 1

n2

))
+

1

n + ln2 n

( 1

n
+ o

( 1

n2

))

=
1

n(n + ln2 n)
+

1

n + ln2 n
.o

( 1

n

)

⇒ lim
n→∞

n2an = lim
n→∞

n

n + ln2 n
+ lim

n→∞

n2

n + ln2 n
.o

1

n
= 1

⇒
∞∑

n=1

ln(1 + sin( 1
n
))

n + ln2 n

yakınsaktır.

(i) an = log2n

(
1 +

n
√

3
n

)
= 1

n ln 2
ln

(
1 +

n
√

3
n

)

=
1

n ln 2

( n
√

3

n
+ o

( n
√

3

n

))
=

1

ln 2

n
√

3

n2
+ o

( n
√

3

n2

)

⇒ lim
n→∞

n2an =
1

ln 2
⇒

∞∑

n=1

log2n

(
1 +

n
√

3

n

)

yakınsaktır.

(j) an =
√

n+1−
√

n−1√
n+2

= 2√
n+2(

√
n+1+

√
n−1)

⇒ lim
n→∞

nan = lim
n→∞

2√
1 + 2

n
(
√

1 + 1
n

+
√

1 − 1
n
)

= 1

⇒
∞∑

n=1

√
n + 1 −

√
n − 1√

n + 2

ıraksaktır. ¦

(20) D’alembert oran testinden yararlanarak as.ag̃ıda genel terimi verilen

serilerin karakterlerini inceleyiniz.
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(a) an = 2n−1
(2n)!!

; (b) an = 3n.n!
nn ;

(c) an = n tan π
2n+1 ; (d) an = n!

nn ;

(e) an = (n!)2

3n2 ; (f) an = (n!)2

(2n)!
;

(g) an = 1.3.5.···(2n−1)
3n.n!

; (h) an = 2.5···(3n+2)
2n(n+1)!

;

(i) an = 3.6···(3n)
(n+1)!

arcsin 1
2n ; (j) an = (3n)!

(n!)343n .

C. özüm: (a) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(2n)!!(2n+1)

(2n+2)!!(2n−1)
= lim

n→∞
2n+1

(2n+2)(2n−1)
= 0 < 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(b) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
3(n+1)nn

(n+1)n+1 = lim
n→∞

3.nn

(n+1)n lim
n→∞

3
(1+ 1

n
)n = 3

e
> 1

oldug̃una göre, bu seri ıraksaktır.

(c) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n+1

n

tan π

2n+2

tan π

2n+1
[t → 0 iken tan t ∼ t oldug̃undan]

= lim
n→∞

n + 1

n

π
2n+2

π
2n+1

= lim
n→∞

n + 1

n

1

2
=

1

2
< 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(d) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+1)!nn

(n+1)n+1n!
= lim

n→∞
nn

(n+1)n = 1
e

< 1 oldug̃una göre,

bu seri yakınsaktır.

(e) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
[(n+1)!]23n2

3(n+1)2 (n!)2
= lim

n→∞
(n+1)2

32n+1 [L’Hospital kuralından]

= lim
n→∞

2(n + 1)

2.32n+1 ln 3
= lim

n→∞

2

4.32n+1 ln2 3
= 0 < 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(f) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
[(n+1)!]2(2n)!
(2n+2)!.(n!)2

= lim
n→∞

(n+1)2

2n+2
= +∞ > 1

oldug̃una göre, bu seri ıraksaktır.

(g) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
1.3.5···(2n−1)(2n+1)3nn!
3n+1(n+1)!1.3···(2n−1)

= lim
n→∞

2n+1
3(n+1)

= 2
3

< 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(h) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
2.5···(3n+2)(3n+5)2n(n+1)!

2n+1(n+2)!2.5···(3n+2)
= lim

n→∞
3n+5

2(n+2)
= 3

2
> 1

oldug̃una göre, bu seri ıraksaktır.

(i) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
3.6···(3n)(3n+3)

3.6···(3n)

arcsin 1
2n+1

arcsin 1
2n

(n+1)!
(n+2)!

[t → 0 iken arcsin t ∼ t oldug̃undan]

= lim
n→∞

(3n + 3) 1
2n+1

1
2n (n + 2)

=
3

2
lim

n→∞

n + 1

n + 2
=

3

2
> 1
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oldug̃una göre, bu seri ıraksaktır.

(j) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(3n+3)!(n!)343n

[(n+1)!]343n+3(3n)!

= lim
n→∞

(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)

(n + 1)343
=

(3

4

)3

< 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır. ¦

(21) Cauchy kök testinden yararlanarak as.ag̃ıda genel terimi verilen serilerin

karakterlerini inceleyiniz.

(a) an = 1
(ln n)n , n ≥ 2 ; (b) an =

(√
n+2√
n+3

)n
3
2

;

(c) an = 3n+1
(

n+2
n+3

)n2

; (d) an =
(
arcsin 1

n

)n

;

(e) an = n4[
√

5+(−1)n]n

4n ; (f) an = nn+1

(3n2+2n+1)
n+3

2
;

(g) an = nα

(ln(n+1))
n
2
, α ∈ R .

C. özüm: (a) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

1
ln n

= 0 < 1 oldug̃una göre, bu seri

yakınsaktır.

(b) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

(√
n+2√
n+3

)√
n

= lim
n→∞

(
1 − 1√

n+3

)√
n

= lim
n→∞

[(
1 − 1√

n + 3

)−(
√

n+3)]− √
n√

n+3

= e
− lim

n→∞

√
n√

n+3 =
1

e
< 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(c) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

31+ 1
n

(
n+2
n+3

)n

= 3 lim
n→∞

(
1− 1

n+3

)n

= 3e
− lim

n→∞
n

n+3 =
3
e

> 1 oldug̃una göre, bu seri ıraksaktır.

(d) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

arcsin 1
n

= arcsin 0 = 0 < 1 oldug̃una göre, bu

seri yakınsaktır.

(e) n
√

an = n
4
n [

√
5+(−1)n]
4

oldug̃una göre,

lim
k→∞

2k
√

a2k =

√
5 + 1

4
lim
k→∞

(2k)
4
2k =

√
5 + 1

4
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ve

lim
k→∞

2k−1
√

a2k−1 =

√
5 − 1

4
lim
k→∞

(2k − 1)
4

2k−1 =

√
5 − 1

4

oldug̃u elde edilir. Buna göre, lim
n→∞

n
√

an =
√

5+1
4

< 1 yazılabilir. Demek

ki, bu seri yakınsaktır.

(f) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n1+ 1
n

(3n2+2n+1)
n+3
2n

= lim
n→∞

n1+ 1
n

n1+ 3
n (3+ 2

n
+ 1

n2 )
n+3
2n

= lim
n→∞

1

n
2
n (3 + 2

n
+ 1

n2 )
n+3
2n

=
1√
3

< 1

oldug̃una göre, bu seri yakınsaktır.

(g) lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n
α
n√

ln(n+1)
= 0 < 1 oldug̃una göre, bu seri her

α ∈ R ic.in yakınsaktır. ¦

(22) Raabe veya Gauss testlerinden yararlanarak as.ag̃ıda genel terimi ver-

ilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an = (2 −√
a)(2 − 3

√
a) · · · (2 − n

√
a) , a > 0 ;

(b) an = n!en

nn+p ; (c) an =
√

n!
(2+

√
1)(2+

√
2)···(2+√

n)
;

(d) an = p(p+1)···(p+n−1)
n!

1
nq ; (e) an =

(
(2n−1)!!
(2n)!!

)p
1
nq ;

(f) an = (n+1)!
β(β+1)···(β+n)nα , β > 0 .

C. özüm: (a) an

an+1
= 1

2− n+1√a
ve n → ∞ iken

n+1
√

a = e
ln a
n+1 = 1 +

ln a

n

(
1 − 1

n + 1

)
+

ln2 a

2(n + 1)2
+ o

( 1

(n + 1)2

)

= 1 +
ln a

n
+

Θn

n2
, |Θn| < c

oldug̃una göre,

an

an+1

=
1

1 − ln a
n

− Θn

n2

= 1 +
ln a

n
+

Θ̃n

n2
, |Θ̃n| < d

yazılabilir. Buradan ln a > 1 (veya a > e) ic.in bu seri yakınsak, ln a ≤ 1

(veya 0 < a ≤ e) ic.in de ıraksaktır (Gauss Teoreminden).
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(b) n → ∞ iken

an

an+1

=
n!en(n + 1)n+p+1

nn+p(n + 1)!en+1
=

1

e

(
1 +

1

n

)n+p

=
1

e
e(n+p) ln(1+ 1

n
) = e−1+(n+p)( 1

n
− 1

2n2 +o( 1
n2 )) = e

p− 1
2

n
+o( 1

n )

= 1 +
p − 1

2

n
+ o

( 1

n

)

oldug̃una göre,

lim
n→∞

n
( an

an+1

− 1
)

= p − 1

2

elde edilir. Raabe Testi gereg̃ince bu seri p > 3
2

ic.in yakınsak, p < 3
2

ic.in de ıraksaktır.

(c) an

an+1
=

√
n!

(2+
√

1)(2+
√

2)···(2+
√

n)

(2+
√

1)···(2+
√

n)(2+
√

n+1)√
(n+1)!

=
2 +

√
n + 1√

n + 1
= 1 +

2√
n + 1

⇒ lim
n→∞

n
( an

an+1

− 1
)

= lim
n→∞

2n√
n + 1

= +∞ > 1

oldug̃una göre, Raabe Testi gereg̃ince bu seri yakınsaktır.

(d) p = −n, n ∈ N ∪ {0} oldug̃unda verilen serinin yakınsak oldug̃u

ac.ıktır. p 6= −n, n ∈ N ∪ {0} olsun. Bu durumda, n → ∞ iken

an

an+1

=
n + 1

p + n

(
1 +

1

n

)q

=
(
1 +

p

n

)−1(
1 +

1

n

)q+1

=
(
1 − p

n
+ o

( 1

n

))(
1 +

q + 1

n
+ o

( 1

n

))

= 1 +
q − p + 1

n
+ o

( 1

n

)

⇒ lim
n→∞

n
( an

an+1

− 1
)

= q − p + 1

olur. Buna göre, Raabe Testi gereg̃ince verilen seri q > p ic.in yakınsak,

q < p ic.in de ıraksaktır.
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(e) n → ∞ iken

an

an+1

=
(
1 +

1

2n + 1

)p(
1 +

1

n

)q

=
(
1 +

p

2n + 1
+ o

( 1

n

))(
1 +

q

n
+ o

( 1

n

))

= 1 +
p

2n + 1
+

q

n
+ o

( 1

n

)
= 1 +

(p

2
+ q

) 1

n
+ o

( 1

n

)

⇒ lim
n→∞

n
( an

an+1

− 1
)

=
p

2
+ q

elde edilir. Raabe Testi gereg̃ince verilen seri p

2
+ q > 1 ic.in yakınsak,

p

2
+ q < 1 ic.in de ıraksaktır.

(f) n → ∞ iken

an

an+1

=
(n + 1)!

β(β + 1) · · · (β + n)nα

β(β + 1) · · · (β + n)(β + n + 1)(n + 1)α

(n + 2)!

=
β + n + 1

n + 2

(
1 +

1

n

)α

=
(
1 +

β − 1

n + 2

)(
1 +

α

n
+ o

( 1

n

))

=
(
1 +

β − 1

n
+ o

( 1

n

))(
1 +

α

n
+ o

( 1

n

))

= 1 +
α + β − 1

n
+ o

( 1

n

)

oldug̃una göre,

lim
n→∞

n
( an

an+1

− 1
)

= α + β − 1

olur. Raabe Testi gereg̃ince buradan verilen serinin α + β > 2 ic.in

yakınsak, α + β < 2 ic.in de ıraksak oldug̃u anlas.ılır. ¦

(23) Logaritmik Test:
∞∑

n=1

an pozitif terimli bir seri ve lim
n→∞

ln 1
an

ln n
= L olsun.

Bu seri L ≤ 1 ise ıraksak, L > 1 ise yakınsaktır. Gösteriniz.

C. özüm: (a) L ≤ 1 olsun. lim
n→∞

ln 1
an

ln n
= L ise ∃nε ∈ N öyleki, ∀n ≥ nε

ic.in

ln 1
an

ln n
≤ 1 ⇒ ln

1

an

≤ ln n ⇒ 1

an

≤ n ⇒ an ≥ 1

n
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olur. Kars.ılas.tırma testinden
∞∑

n=1

an ıraksaktır.

(b) L > 1 olsun. 1 < `0 < L olacak s.ekilde bir `0 sayısı sec.elim.

lim
n→∞

ln 1
an

ln n
> `0 ise ∃n′

ε ∈ N öyleki, ∀n ≥ n′
ε ic.in

ln 1
an

ln n
> `0 ⇒ ln

1

an

> ln n`0 ⇒ 1

an

> n`0 ⇒ an <
1

n`0

olur. `0 > 1 ic.in
∑

n=n′
ε

1
n`0

yakınsak oldug̃undan Kars.ılas.tırma testinden

∑
n=n′

ε

an yakınsaktır ⇒
∞∑

n=1

an yakınsaktır. ¦

(24) Logaritmik testinden yararlanarak as.ag̃ıdaki serilerin karakterini ince-

leyiniz.

(a)
∞∑

n=3

1
[ln(ln n)]ln n ; (b)

∞∑
n=2

1
(ln n)ln(ln n) .

C. özüm: (a) lim
n→∞

ln 1
an

ln n
= lim

n→∞
ln(ln(ln n))ln n

ln n
= lim

n→∞
ln(ln(ln n)) =

+∞ > 1 oldug̃una göre, verilen seri yakınsaktır.

(b) lim
n→∞

ln 1
an

ln n
= lim

n→∞
(ln(ln n))2

ln n
= 0 < 1 oldug̃una göre, verilen seri

ıraksaktır. ¦

(25) Cauchy integral testinden faydalanarak as.ag̃ıdaki serilerin karakterini

inceleyiniz.

(a)
∞∑

n=2

1
n lnp n

; (b)
∞∑

n=3

1
n(ln n)p(ln(ln n))q .

C. özüm: (a) f(x) = 1
x lnp x

fonksiyonu [2, +∞) aralıg̃ında pozitif ve

∀x ∈ [2, +∞) ic.in f ′(x) < 0 oldug̃undan, azalan oldug̃una göre, Cauchy

integral testinden yararlanabiliriz.

+∞∫

2

dx

x lnp x
= lim

A→+∞

A∫

2

dx

x lnp x

= lim
A→+∞

{
ln1−p A−ln1−p 2

1−p
, p 6= 1 ise,

ln(ln A) − ln(ln 2), p = 1 ise
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=

{
ln1−p 2

p−1
, p > 1 ise,

+∞, p ≤ 1 ise

bulunur. Demek ki, verilen seri p > 1 ic.in yakınsak p ≤ 1 ic.in de

ıraksaktır.

(b) (a) da oldug̃u gibi Cauchy integral testini kullanabiliriz.

I =

+∞∫

3

dx

x lnp x(ln(ln x))q
, [ln x = t dersek] =

+∞∫

ln 3

dt

tp lnq t

integralini göz önüne alalım.

p = 1 olsun. Bu durumda, (a) dan I integrali q > 1 ic.in yakınsak

q ≤ 1 ic.in ıraksaktır. Demek ki, verilen seri p = 1, q > 1 ic.in yakınsak,

p = 1, q ≤ 1 ic.in ıraksaktır.

p > 1 olsun. ∀γ ∈ R ve ∀ε > 0 ic.in lim
t→+∞

lnγ t
tε

= 0 oldug̃una göre, p ≥
α > 1 olmak üzere yeteri kadar büyük t ler ic.in

1
tp lnq t

≤ 1
tα

yazabiliriz.

p < 1 olsun. Benzer s.ekilde, p ≤ α < 1 olmak üzere yeteri kadar

büyük t ler ic.in
1

tp lnq t
≥ 1

tα
yazabiliriz. Has olmayan integraller ic.in

kars.ılas.tırma testinden I integralinin p < 1 ic.in yakınsak ve p > 1

ic.in ıraksak oldug̃unu elde ederiz. Cauchy integral testi gereg̃ince bu

söylenenlerin verilen seri ic.in de gec.erli oldug̃u elde edilir. ¦

(26) Teorem 8.2.22 i ispatlayınız.

C. özüm: Sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N ve tm =
m∑

k=0

2ka2k , m ≥ 0 olsun. n < 2m

ic.in

Sn ≤ a1 + (a2 + a3) + · · · + (a2m + · · · + a2m+1−1)

≤ a1 + 2a2 + · · · + 2ma2m = tm

olur. Öte yandan, n > 2m ic.in

Sn ≥ a1 + a2 + (a3 + a4) + · · · + (a2m−1+1 + · · · + a2m)

≥ 1

2
a1 + a2 + 2a4 + · · · + 2m−1a2m =

1

2
tm



1016 C. özümlü Problemler

yazılabilir. n < 2m ic.in Sn ≤ tm ve n > 2m ic.in Sn ≥ 1
2
tm oldug̃una

göre, (Sn) ve (tm) dizileri aynı zamanda sınırlı veya aynı zamanda

sınırsızdır. Dolayısıyla, bu dizilerin karakteri aynıdır, yani bu dizil-

erden biri yakınsak (ıraksak) ise dig̃eri de yakınsaktır (ıraksaktır). ¦

(27)
∞∑

n=1

an pozitif terimli serisi ıraksak ve Sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N olsun. ∀σ > 0

ic.in
∞∑

n=1

an

S1+σ serisinin yakınsak oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: F (x) =
∫

dx
x1+σ = − 1

σ
1

xσ , x > 0 fonksiyonu ic.in ortalama

deg̃er teoremi gereg̃ince Sn ∈ (Sn−1, Sn) olmak üzere

F (Sn) − F (Sn−1) = F ′(Sn)(Sn − Sn−1)

veya
1

σ

( 1

Sσ
n−1

− 1

Sσ
n

)
=

an

S1+σ
n

yazabiliriz. Buradan, ∀n ∈ N ic.in

an

S1+σ
n

<
an

S1+σ
n

=
1

σ

( 1

Sσ
n−1

− 1

Sσ
n

)

oldug̃u elde edilir. tn =
n+1∑
k=2

(
1

Sσ
k−1

− 1
Sσ

k

)
, n ∈ N olsun. (tn) dizisi artan

ve üstten sınırlı oldug̃undan, (∀n ∈ N ic.in tn = 1
Sσ

1
− 1

Sσ
n+1

< 1
Sσ

1
= 1

aσ
1

dir)
∞∑

k=1

(
1

Sσ
k−1

− 1
Sσ

k

)
serisi yakınsaktır. O halde, kars.ılas.tırma testinden

∞∑
n=1

an

S1+σ serisi yakınsaktır. ¦

(28) 1− 3
2
+ 5

4
− 7

8
+ · · · serisinin yakınsak oldug̃unu gösteriniz ve toplamını

bulunuz.

C. özüm: bn = 2n+1
2n olmak üzere serinin genel terimi an = (−1)nbn, n =

0, 1, · · · dir. (bn) dizisi n ≥ [[ 2−ln 2
2 ln 2

]] + 1 ic.in azalan ve lim
n→∞

bn = 0

oldug̃una göre Leibnitz testinden verilen seri yakınsaktır.

t(1)
n = 1 − 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · · + (−1)n

2n
=

2

3

(
1 − (−1)n+1

2n+1

)
,
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t(2)
n = 2

(1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · · + (−1)n

2n

)
=

4

3

(
−1

2
− (−1)n+1

2n+1

)
,

................

t(k+1)
n = 2

((−1)k

2k
+

(−1)k

2k+1
+ · · · + (−1)n

2n

)
=

4

3

((−1)k

2k
− (−1)n+1

2n+1

)
,

................

t(n)
n =

4

3

((−1)n−1

2n−1
− (−1)n+1

2n+1

)
, t(n+1)

n = 2
(−1)n

2n

olmak üzere

Sn = 1 − 3

2
+

5

4
− 7

8
+ · · · + (−1)n 2n + 1

2n

= t(1)
n + t(2)n + · · · + t(n)

n + t(n+1)
n

=
2

3
+

4

3

(
−1

2
+

1

4
− · · · + (−1)n−1

2n−1

)

− 2

3

(−1)n+1

2n+1
− 4

3

(n − 1)(−1)n+1

2n+1
+ 2

(−1)n

2n

yazılabilir. Buradan, (Sn) dizisinin yakınsak ve lim
n→∞

Sn = 2
9

oldug̃u

elde edilir. Demek ki, verilen seri yakınsak ve toplamı 2
9

dur. ¦

(29) Yakınsak
∞∑

n=1

(−1)n−1
√

n
serisinin terimlerinin yerini öyle deg̃is.tiriniz ki, elde

edilen seri ıraksak olsun.

C. özüm:
(
1 + 1√

3
+ 1√

5
− 1√

2

)
+

(
1√
7

+ 1√
9

+ 1√
11

− 1√
4

)
+ · · ·+

+
( 1√

6n − 5
+

1√
6n − 3

+
1√

6n − 1
− 1√

2n

)
+ · · · =

=
∞∑

n=1

( 1√
6n − 5

+
1√

6n − 3
+

1√
6n − 1

− 1√
2n

)
=

∞∑

n=1

an

serisini göz önüne alalım. Bu serinin ıraksak oldug̃unu görelim. ∀n ∈ N

ic.in
1√

6n−3
+ 1√

6n−1
− 1√

2n
> 2√

6n−1
− 1√

2n
> 0 oldug̃una göre, an > 1√

6n−5

yazılabilir.
∞∑

n=1

1√
6n−5

serisi ıraksak oldug̃undan, ( 1√
6n−5

> 1√
6
√

n
ve

∑
1√
n

ıraksaktır) kars.ılas.tırma testinden
∞∑

n=1

an serisi ıraksaktır. ¦
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(30) As.ag̃ıda verilen serilerin karakterini inceleyiniz.

(a)
∞∑

n=1

ln100 n
n

sin nπ
4

; (b)
∞∑

n=1

(−1)n sin2 n
n

;

(c)
∞∑

n=2

(−1)n

√
n+(−1)n ; (d)

∞∑
n=1

sin(π
√

n2 + k2) .

C. özüm: (a) ∀x > e100 ic.in (x−1 ln100 x)′ < 0 ve

lim
x→∞

x−1 ln100 x = 100 lim
x→∞

x−1 ln99 x = · · · = (100!) lim
x→∞

x−1 = 0

oldug̃una göre, (n−1 ln100 n) dizisi (n ≥ [[ e100 ]] +1) azalan ve lim
n→∞

(n−1 ln100 n) =

0 dır. Öte yandan, ∀n ∈ N ic.in

∣∣∣
n∑

k=1

sin
kπ

4

∣∣∣ =
(
sin

π

8

)−1∣∣∣ sin
nπ

8
sin

n + 1

8
π
∣∣∣ <

(
sin

π

8

)−1

oldug̃undan, Dirichlet testinden verilen seri yakınsaktır.

(b) an = (−1)n

n
ve bn = (−1)n cos 2n

n
, n ∈ N olsun. Leibnitz testinden

∞∑
n=1

an serisi ve Dirichlet testinden
∞∑

n=1

bn serisi yakınsak oldug̃undan,

(C. ünkü,
(

1
n

)
monoton ve lim

n→∞
1
n

= 0 ve ∀n ∈ N ic.in
∣∣∣

n∑
k=1

(−1)k cos 2k
∣∣∣ <

1+(cos 1)−1

2
dir) 1

2

∞∑
n=1

(an − bn) =
∞∑

n=1

(−1)n sin2 n
n

serisi de yakısaktır.

(c) ∀n = 2, 3, · · · ic.in

(−1)n

√
n + (−1)n

= (−1)n

√
n − (−1)n

n − 1
= (−1)n

√
n

n − 1
− 1

n − 1

ve
∞∑

n=2

(−1)n
√

n

n−1
serisi yakınsak (Leibnitz testinden) ve

∞∑
n=2

1
n−1

serisi

ıraksak oldug̃una göre, verilen seri de ıraksaktır.

(d) bn = πk2√
n2+k2+n

, n ∈ N olmak üzere an = sin(π
√

n2 + k2) =

(−1)n sin(π
√

n2 + k2−nπ) = (−1)nbn oldug̃u ac.ıktır. (bn) dizisi mono-

ton (∀n > n0 ic.in) azalan ve lim
n→∞

bn = 0 oldug̃una göre Leibnitz testin-

den
∞∑

n=1

an serisi yakınsaktır. ¦
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(31) As.ag̃ıda verilen serilerin kos.ullu yakınsak ya da mutlak yakınsak olup

olmadıklarını aras.tırınız.

(a)
∞∑

n=2

ln
(
1 + (−1)n

np

)
, p ≥ 0; (b)

∞∑
n=2

(−1)n

(n+(−1)n)p ;

(c)
∞∑

n=1

sin nπ
4

np+sin nπ
4

; (d) 1
1p − 1

2q + 1
3p − 1

4q + 1
5p − 1

6q + · · · ;

(e) 1 − 2
2q + 1

3p + 1
4p − 2

5q + 1
6p + 1

7p − 2
8q + · · · .

C. özüm: (a) p = 0 ic.in verilen serinin ıraksak oldug̃u ac.ıktır. p > 0

olsun. Maclaurin formülü (Peano kalan terimli) gereg̃ince n → +∞
iken

ln
(
1 +

(−1)n

np

)
=

(−1)n

np
− 1

2n2p
+ o

( 1

n2p

)

yazabiliriz. an = (−1)n

np ve bn = 1
2n2p + o

(
1

n2p

)
, n ∈ N olsun. Leibnitz

testinden p > 0 ic.in
∞∑

n=1

an serisi ve kars.ılas.tırma testinden p > 1
2

ic.in

∞∑
n=1

bn serisi yakınsak oldug̃undan, verilen seri p > 1
2

ic.in yakınsaktır.

p > 0 ic.in
1

2np
<

∣∣∣ ln
(
1 +

(−1)n

np

)∣∣∣ <
2

np

es.itsizlig̃inden kars.ılas.tırma testi gereg̃ince verilen seri p > 1 ic.in mutlak

yakınsaktır. Demek ki, verilen seri 1
2

< p ≤ 1 ic.in kos.ullu ve p > 1 ic.in

mutlak yakınsaktır.

(b) p ≤ 0 ic.in verilen seri ıraksaktır (C. ünkü, genel teriminin limiti

yoktur). p > 0 olsun. Peano kalan terimli Maclaurin formülüne göre

n → +∞ iken

(−1)n

(n + (−1)n)p
= (−1)nn−p

(
1 +

(−1)n

n

)−p

= (−1)nn−p
(
1 − p

(−1)n+1

n
+ o

( 1

n

))

=
(−1)n

np
− p

np+1
+ o

( 1

np+1

)

yazılabilir.
∞∑

n=2

(−1)n

np ve
∞∑

n=2

(
p

np+1 +o
(

1
np+1

))
serileri p > 0 ic.in yakınsaktırlar
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(birinci seri Leibnitz testinden, ikinci seri ise kars.ılas.tırma testinden).

O halde, verilen seri p > 0 ic.in yakınsaktır.

∀n = 2, 3, · · · ic.in

1

(n + 1)p
<

1

(n + (−1)n)p
<

1

(n − 1)p

oldug̃u ve
∞∑

n=1

1
np serisi p > 1 ic.in yakınsak oldug̃una göre, kars.ılas.tırma

testinden verilen seri p > 1 ic.in mutlak yakınsaktır.

Demek ki, verilen seri 0 < p ≤ 1 ic.in kos.ullu ve p > 1 ic.in mutlak

yakınsaktır.

(c) p ≤ 0 ic.in verilen seri ıraksaktır (C. ünkü, genel teriminin limiti

sıfır deg̃ildir). p > 0 olsun. (b) ye benzer olarak

sin
nπ

4
(np + sin

nπ

4
)−1 = n−p sin

nπ

4

(
1 +

sin nπ
4

np

)−p

=
sin nπ

4

np

(
1 − p

sin nπ
4

np
+ o

( 1

np

))

=
sin nπ

4

np
− p

sin2 nπ
4

n2p
+ o

( 1

n2p

)

yazılabilir.
(

1
np

)
azalan, lim

n→∞
1
np = 0 ve

( ∞∑
k=1

sin kπ
4

)
dizisi sınırlı oldug̃undan,

Dirichlet testinden
∞∑

n=1

sin nπ
4

np serisi yakınsaktır. Kars.ılas.tırma testinden

∞∑
n=1

(
sin2 nπ

4

n2p + o
(

1
n2p

))
ve

∞∑

n=1

sin2 nπ
4

n2p
=

1

2

∞∑

n=1

1

n2p
− 1

2

∞∑

n=1

cos nπ
2

n2p

serilerinin karakteri aynıdır. p > 0 oldug̃undan,
∞∑

n=1

cos nπ
2

n2p serisi yakınsaktır

(Dirichlet testi gereg̃ince).
∞∑

n=1

1
n2p serisi p > 1

2
ic.in yakınsak oldug̃undan,
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(p ≤ 1
2

ic.in
∞∑

n=1

1
n2p ıraksak oldug̃una göre

∞∑
n=1

sin nπ
4

n2p serisi de ıraksaktır)

∞∑
n=1

sin2 nπ
4

np serisi p > 1
2

ic.in yakınsaktır. Demek ki, verilen seri p > 1
2

ic.in yakınsaktır.

Verilen seriyi mutlak yakınsak yapan p deg̃erlerini bulalım.
∣∣∣ sin nπ

4

∣∣∣
2np

<

∣∣∣ sin nπ
4

∣∣∣
np

.
1∣∣∣1 + n−p sin nπ

4

∣∣∣
≤

2
∣∣∣ sin nπ

4

∣∣∣
np

ve
1

2np
− cos nπ

2

2np
=

sin2 nπ
4

np
≤ n−p

∣∣∣ sin
nπ

4

∣∣∣ ≤ n−p

es.itsizliklerinden ve kars.ılas.tırma testinden s.u sonuca varırız.

Verilen seri, p > 1 ic.in mutlak yakınsak, 1
2

< p ≤ 1 ic.in de kos.ullu

yakınsaktır.

(d) p ≤ 0 veya q ≤ 0 ic.in verilen seri ıraksaktır (gereklilik testine

göre). İleride p > 0 ve q > 0 olacag̃ını varsayalım. Verilen seriyi,

terimlerinin sırasını bozmadan
( 1

1p
− 1

2q

)
+

( 1

3p
− 1

4q

)
+

( 1

5p
− 1

6q

)
+ · · ·

=
∞∑

n=1,3,5,···

( 1

np
− 1

(n + 1)q

)
(8.16)

bic.iminde yazalım. n → +∞ iken

1

np
− 1

(n + 1)q
=

1

np
− 1

nq

(
1 +

1

n

)−q

=
1

np
− 1

nq

(
1 − q

n
+ o

( 1

n

))

=
1

np
− 1

nq
+

q

nq+1
+ o

( 1

nq+1

)

oldug̃una göre, (8.16) serisi p = q > 0 ic.in yakınsaktır. p 6= q oldug̃unda

(8.16) serisi p > 1 ve q > 1 ic.in yakınsaktır. Buna göre, Teorem 8.4.3

gereg̃ince verilen seri bu durumlarda yakınsaktır.
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Verilen serinin yalnızca p > 1 ve q > 1 ic.in mutlak yakınsak oldug̃u

görülür.

(e) Verilen seriyi, terimlerinin sırasını bozmadan

∞∑

n=1,4,7,···

( 1

np
− 2

(n + 1)q
+

1

(n + 2)p

)
(8.17)

bic.iminde yazalım. p > 0 ve q > 0 oldug̃unu varsayarak n → +∞ iken

an =
1

np
− 2

(n + 1)q
+

1

(n + 2)p

= 2
( 1

np
− 1

nq

)
+ 2

( q

nq+1
− p

np+1

)
+ o

( 1

nq+1

)
+ o

( 1

np+1

)

yazabiliriz. Buradan, kars.ılas.tırma testine göre (8.17) serisi p = q > 0

ic.in yakınsaktır. p 6= q olsun. O halde, n → +∞ iken an ∼ 1
nmin(p,q)

oldug̃una göre, kars.ılas.tırma testinden (8.17) serisi min(p, q) ≤ 1 ic.in

ıraksaktır. Teorem 8.4.3 ün bütün kos.ulları sag̃landıg̃ından (8.17) ve

verilen serinin karakteri aynı oldug̃undan, (8.17) serisi ic.in söylenenler

verilen seri ic.in de gec.erlidir.

p ≤ 0 veya q ≥ 0 ic.in verilen seri ıraksaktır (gereklilik testinden).

Bu seri p > 1 ve q > 1 ic.in mutlak, 0 < p = q ≤ 1 ic.in de kos.ullu

yakınsaktır. ¦

(32)
∞∑

n=1

cos
√

nα

np serisini mutlak veya kos.ullu yakınsak yapan α ve p deg̃erlerini

bulunuz.

C. özüm: (cos
√

nα) dizisi sonsuz küc.ük bir dizi olmadıg̃ından verilen

seri ∀α ∈ R ve ∀p ≤ 0 ic.in ıraksaktır (gereklilik testinden). ∀α ∈ R

ic.in
| cos

√
nα|

np ≤ 1
np oldug̃una göre verilen seri her p > 1 ic.in mutlak

yakınsaktır (kars.ılas.tırma testinden). α = 0 ise verilen seri 0 < p ≤ 1

ic.in ıraksaktır. S. imdi α 6= 0 ve 0 < p ≤ 1 olsun. F (x) =
x∫
1

cos
√

tα
tp

dt

fonksiyonunu göz önüne alalım. Lagrange kalan terimli Taylor formülü

gereg̃ince

F (n + 1) − F (n) = F ′(n) +
1

2
F ′′(n + Θn) =
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[F ′(n) = cos
√

nα

np oldug̃undan]

=
cos

√
nα

np
+

1

2
F ′′(n + Θn), 0 < Θn < 1 (8.18)

yazılabilir. (8.18) den görüldüg̃ü gibi, eg̃er
∞∑

n=1

F ′′(n+Θn) serisi yakınsak

ise verilen serinin yakınsak olması integral testi gereg̃ince sonlu lim
n→∞

F (n)

limitinin varlıg̃ına denktir.

F ′′(x) = (F ′(x))′ =
(cos

√
xα

xp

)′

= −α sin
√

xα

2xp+ 1
2

− p cos
√

xα

xp+1

es.itlig̃inden, K yalnızca p ve α ya bag̃lı bir sabit sayı olmak üzere ∀x ∈
[1, +∞) ic.in |F ′′(x)| ≤ K

xp+1
2

oldug̃u elde edilir. Buna göre,
∞∑

n=1

F ′′(n +

Θn) serisi p ∈ (1
2
, 1] ic.in mutlak yakınsaktır (kars.ılas.tırma testinden).

Cauchy yakınsaklık kriterinden faydalanarak p ∈ (1
2
, 1] ic.in lim

x→+∞
F (x)

limitinin var oldug̃unu gösterelim. ξ > 0 olmak üzere kısmi integrasyon

formülüne göre

F (x + ξ) − F (x) =

x+ξ∫

x

cos
√

tα

tp
dt

=
2 sin

√
tα

αtp−
1
2

∣∣∣
x+ξ

x
+

2

α
(p − 1

2
)

x+ξ∫

x

sin
√

tα

tp+ 1
2

dt

=
2 sin

√
x + ξα

α(x + ξ)p− 1
2

− 2 sin
√

xα

αxp− 1
2

+
2

α
(p − 1

2
)

x+ξ∫

x

sin
√

tα

tp+ 1
2

dt

ve buradan da ∀x ∈ [1, +∞) ve ∀ξ > 0 ic.in

|F (x + ξ) − F (x)| =
2

α(x + ξ)p− 1
2

− 2

αxp− 1
2

+
2

α
(p − 1

2
)

x+ξ∫

x

dt

tp+ 1
2

<
8

αxp− 1
2
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oldug̃u elde edilir. p ∈ (1
2
, 1] ic.in lim

x→+∞
1

xp− 1
2

= 0 oldug̃una göre son

es.itsizlikten Cauchy kriteri gereg̃ince sonlu lim
x→+∞

F (x) limitinin mev-

cut oldug̃u anlas.ılır. Demek ki, verilen seri α 6= 0 ve p ∈ (1
2
, 1] ic.in

yakınsaktır.

S. imdi, α 6= 0 ve p ∈ (0, 1
2
] olsun. Bu durumda

∞∑
n=1

F ′′(n + Θn) serisinin

yakınsaklıg̃ı hakkında birs.ey söylenemez. F (x) fonksiyonunun 2. derece-

den Peano kalan terimli Taylor formülünü yazalım.

F (n + 1) − F (n) = F ′(n) +
1

2!
F ′′(n) +

1

3!
F ′′′(n + ηn)

=
cos

√
nα

np
− α sin

√
nα

4np+ 1
2

− p cos
√

nα

2np+1

+
1

6
F ′′′(n + ηn), 0 < ηn < 1

F ′′′(x) = −α2 cos
√

xα

4xp+ 1
2

+
α(p + 1

2
)

2xp+ 1
2

+
αp sin

√
xα

2xp+ 1
2

+
p(p + 1) cos

√
xα

xp+2

es.itlig̃inden L yalnızca α ve p ye bag̃lı bir sabit sayı olmak üzere

|F ′′′(x)| ≤ L
xp+1 , x ∈ [1, +∞) oldug̃u elde edilir.p ∈ (0, 1

2
] ic.in

∞∑
n=1

1

np+1
2

serisi yakınsak oldug̃undan,
∞∑

n=1

F ′′′(n + ηn) serisi mutlak yakınsaktır.

Φ(x) =
x∫
1

sin
√

tα
tp

dt fonksiyonunu göz önüne alıp yukarıda oldug̃u gibi

∞∑
n=1

α sin
√

nα

4np+1
2

serisinin yakınsak oldug̃u gösterilebilir. Demek ki, verilen

serinin α 6= 0 ve 0 < p < 1
2

ic.in yakınsak olması sonlu lim
n→∞

F (n) limi-

tinin varlıg̃ına denktir. Kısmi integrasyon formülü ile

F (n) =
2

α
n

1
2
−p sin

√
nα − 2

α
sin α +

(p − 1
2
)

2α

n∫

1

sin
√

tα

tp+ 1
2

dt

es.itlig̃inin dog̃rulug̃u elde edilir. 0 < p ≤ 1
2

ic.in lim
x→∞

x∫
1

sin
√

tα

tp+1
2

dt limi-

tinin varlıg̃ı p ∈ (1
2
, 1) ic.in lim

x→+∞
F (x) limitinin varlıg̃ına benzer s.ekilde
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gösterilir. α 6= 0 oldug̃undan, (sin
√

nα) dizisinin n → +∞ iken limiti

yoktur. Buna göre, sonlu lim
x→+∞

F (x) limiti de mevcut deg̃ildir. Demek

ki, α 6= 0 ve q ∈ (0, 1
2
] ic.in verilen seri ıraksaktır.

Verilen serinin p ∈ (1
2
, 1] ic.in mutlak yakınsaklıg̃ını inceleyelim.

| cos
√

nα|
np

≥ cos2
√

nα

np
=

1

2np
+

cos 2
√

nα

np

es.itsizlig̃inden ve
∞∑

n=1

1
2np , p ∈ (1

2
, 1] serisi ıraksak oldug̃undan,

∞∑
n=1

cos2
√

nα

np ,

p ∈ (1
2
, 1] serisinin ıraksak ve dolayısıyla p ∈ (1

2
, 1] ic.in

∞∑
n=1

| cos
√

nα|
np

serisinin ıraksak oldug̃u görülür.

Böylece, verilen seri ∀α ∈ R ve p > 1 ic.in mutlak, α 6= 0 ve p ∈ (1
2
, 1]

ic.in kos.ullu yakınsaktır. α ve p nin bütün dig̃er deg̃erleri ic.in verilen

seri ıraksaktır. ¦

(33)
∞∑

n=1

(−1)n+1

np , (p > 0) serisinin S toplamı ic.in
1
2

< S < 1 oldug̃unu

gösteriniz.

C. özüm: Leibnitz testinden verilen seri yakınsak oldug̃undan, bu

serinin (Sn) kısmi toplamlar dizisinin ve onun herhangi Snk
alt dizisinin

de limiti S dir. (Sn) dizisinin, terimleri

S2n =
(
1 − 1

2p

)
+

( 1

3p
− 1

4p

)
+ · · · +

( 1

(2n − 1)p
− 1

(2n)p

)

s.eklinde tanımlanan (S2n) dizisi artan ve terimleri

S2n−1 = 1 −
( 1

2p
− 1

3p

)
− · · · −

( 1

(2n − 2)p
− 1

(2n − 1)p

)

s.eklinde tanımlanan (S2n−1) dizisi azalandır. Demek ki, ∀n ∈ N ic.in

S2n < S < S2n−1 yazılabilir. Buradan S < S1 = 1 oldug̃u anlas.ılır.

S > 1
2

oldug̃unu gösterelim. (Sn) dizisinin (S4n−1) alt dizisini göz önüne

alalım. f(x) = 1
xp fonksiyonu (0, +∞) aralıg̃ında ic.bükey oldug̃undan,

1

3p
+

1

5p
>

2

4p
,

1

7p
+

1

9p
>

2

8p
, · · · ,

1

(4n − 1)p
+

1

(4n + 1)p
>

2

(4n)p
, · · ·
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yazılabilir. Buradan da

S4n−1 = 1 − 1

2p
+

1

3p
− 1

4p
+

1

5p
+ · · · + 1

(4n − 1)p
− 1

(4n)p
+

1

(4n + 1)p

> 1 − 1

2p
+

1

4p
− · · · − 1

(4n − 2)p
+

1

(4n)p

= 1 − 1

2p
S2n

oldug̃u bu es.itlikte n → ∞ iken limite gec.ersek

lim
n→∞

S4n−1 = S ≥ 1 − 1

2p
lim

n→∞
S2n = 1 − S

2p
⇒ S ≥ 1 − 2p

2p + 1
>

1

2

olur. ¦

(34)
∞∑

n=1

1
n(n+1)

ve
∞∑

n=1

n
2n serilerinin Cauchy c.arpımının toplamını bulunuz.

C. özüm:
∞∑

n=1

1
n(n+1)

serisi yakınsak ve toplamı 1 (Bkz. Örnek 8.1.5

(c)),
∞∑

n=1

n
2n serisi yakınsak ve toplamı 2 (Bkz. Örnek 8.1.4(d)) oldug̃unu

biliyoruz. Bu seriler pozitif terimli olduklarından ayrıca mutlak yakınsaktırlar.

O zaman, Teorem 8.4.3 gereg̃ince bu serilerin Cauchy c.arpımı da yakınsaktır

ve toplamı da 2 dir. Yani,

∞∑

n=1

( n∑

k=1

n − k

k(k + 1)2n−k

)
= 2

es.itlig̃i dog̃rudur. ¦

(35) Kos.ullu yakınsak
∞∑

n=1

(−1)n

n
serisi ic.in

( ∞∑
n=1

(−1)n

n

)
.
( ∞∑

n=1

(−1)n

n

)
Cauchy

c.arpım serisinin toplamını bulunuz.
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C. özüm: an = bn = (−1)n

n
, n ∈ N dersek

cn = anb1 + an−1b2 + · · · + a2bn−1 + a1bn

= (−1)n−1
[ 1

1.n
+

1

2(n − 1)
+ · · · + 1

k(n − k + 1)
+ · · · + 1

n.1

]

= (−1)n−1
[ 1

n + 1

(
1 +

1

n

)
+

1

n + 1

(1

2
+

1

n − 1

)
+ · · · + 1

n + 1

(
1 +

1

n

)]

= (−1)n 2

n + 1

n∑

k=1

1

k

= (−1)n 2

n + 1
(ln n + c + o(1))

yazılabilir. Buradan lim
n→∞

|cn| = 0 oldug̃u görülür. ∀n ∈ N ic.in |cn| >

2
n+1

ve |cn+1| = |cn|+ 1
n+2

(
2

n+2
−|cn|

)
oldug̃una göre (|cn|) dizisi mono-

tondur. Demek ki, Leibnitz testi gereg̃ince
∞∑

n=1

cn serisi, yani
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

serisinin kendi kendine Cauchy c.arpımı yakınsaktır.
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
serisinin

toplamının ln 2 oldug̃unu biliyoruz. Fakat Mertens teoremi gereg̃ince
∞∑

n=1

cn = ln2 2 oldug̃unu söyleyemeyiz. cn = (−1)n 2
n+1

n∑
k=1

1
k

olmak üzere

∞∑
n=1

cn = ln2 2 oldug̃u Teorem 8.4.9 dan görülmektedir. ¦

(36) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların yakınsak oldug̃unu gösteriniz ve

deg̃erlerini bulunuz.

(a)
∞∏

n=3

(
1 − 6

n(n+1)

)
; (b)

∞∏
n=1

4n2

4n2−1
;

(c)
∞∏

n=1

(
1 − 1

4n2

)
; (d)

∞∏
n=1

(
1 − 1

(2n+1)2

)
.

C. özüm: (a) ∀n ≥ 3 ic.in

1 − 6

n(n + 1)
=

(n − 2)(n + 3)

n(n + 1)
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oldug̃una göre,

Pn =
n∏

k=3

(
1 − 6

k(k + 1)

)
=

n∏

k=3

(k − 2)(k + 3)

k(k + 1)

=
1.6

3.4
.
2.7

4.5
· · · (n − 3).(n + 2)

(n − 1).n

=
1.2 · · · (n − 3)

3.4 · · · (n − 1)
.
6.7 · · · (n + 2)

4.5 · · ·n

=
1.2.(n + 1)(n + 2)

(n − 2)(n − 1).4.5
=

1

10

(n + 1)(n + 2)

(n − 2)(n − 1)

⇒ lim
n→∞

Pn =
1

10

Demek ki, verilen sonsuz c.arpım yakınsaktır ve deg̃eri 1
10

dur.

(b) sin2n+1 x ≤ sin2n x ≤ sin2n−1 x es.itsizlig̃inin [0, π
2
] üzerinde inte-

grali alınırsa

π
2∫

0

sin2n+1 xdx ≤

π
2∫

0

sin2n xdx ≤

π
2∫

0

sin2n−1 xdx

oldug̃u elde edilir. (6.38) den

π
2∫

0

sin2n+1 xdx =
(2n)!!

(2n + 1)!!
,

π
2∫

0

sin2n xdx =
π

2

(2n − 1)!!

(2n)!!
,

π
2∫
0

sin2n−1 xdx = (2n−2)!!
(2n−1)!!

oldug̃una göre, son es.itsizlikten

(2n)!!

(2n + 1)!!
<

π

2

(2n − 1)!!

(2n)!!
<

(2n − 2)!!

(2n − 1)!!

yazılabilir. Buna göre,

xn =
1

2n + 1

( (2n)!!

(2n − 1)!!

)2

<
π

2
<

1

2n

( (2n)!!

(2n − 1)!!

)2

= yn
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⇒ 0 ≤ yn − xn =
1

2n

1

2n + 1

( (2n)!!

(2n − 1)!!

)2

≤ 1

2n

π

2

⇒ lim
n→∞

(yn − xn) = 0

∀n ∈ N ic.in
π
2
∈ [xn, yn] ve lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn oldug̃una göre, lim

n→∞
xn =

lim
n→∞

yn = π
2

oldug̃u anlas.ılır.

xn =
1

2n + 1

( (2n)!!

(2n − 1)!!

)2

=
2.2.4.4 · · · 2n.2n

1.3.3.5.5 · · · (2n − 1)(2n + 1)

=
n∏

k=1

4k2

4k2 − 1

oldug̃una göre,
∞∏

n=1

4n2

4n2−1
c.arpımı yakınsak ve deg̃eri π

2
dir.

(c)
∞∏

n=1

(
1 − 1

4n2

)
c.arpımının yakınsak ve deg̃erinin de 2

π
oldug̃unu

gösterelim. xn =
n∏

k=1

4k2

4k2−1
, n ∈ N olmak üzere

x(1)
n =

n∏

k=1

(
1 − 1

4k2

)
=

n∏

k=1

4k2 − 1

4k2
=

1

xn

oldug̃u ac.ıktır. (b) den lim
n→∞

xn = π
2

oldug̃una göre, lim
n→∞

x(1)
n = 1

lim
n→∞

xn
=

2
π
, dolayısıyla,

∞∏
n=1

4n2

4n2−1
= 2

π
oldug̃u anlas.ılır.

(d) y(1)
n =

n∏
k=1

(
1 − 1

(2k+1)2

)
=

n∏
k=1

2k(2k+2)
(2k+1)2

=
4.2.6.4 · · · (2n + 2).2n

3.3.5.5 · · · (2n + 1)(2n + 1)
=

2[4.4.6.6 · · · (2n − 2).2n.2n](2n + 2)

[3.5 · · · (2n + 1)]2

=
2n + 2

2(2n + 1)

( (2n)!!

(2n − 1)!!

)2 1

2n + 1

=
(2n + 2)2n

2(2n + 1)2
.yn

yazılabilir, burada yn = 1
2n

(
(2n)!!

(2n−1)!!

)2

dir.
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(b) den lim
n→∞

yn = π
2

oldug̃una göre,

lim
n→∞

y(1)
n = lim

n→∞

n∏

k=1

(
1 − 1

(2k + 1)2

)
=

π

4

dolayısıyla,
∞∏

n=1

(
1 − 1

(2n + 1)2

)
=

π

4

oldug̃u anlas.ılır. ¦

(37) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların karakterlerini inceleyiniz.

(a)
∞∏

n=1

n+1
n

; (b)
∞∏

n=1

(
1 + 1

np

)
; (c)

∞∏
n=0

(1 + ea.n) ;

(d)
∞∏

n=1

n3+4n+8
n3+1

; (e)
∞∏

n=1

cos 1√
n

.

C. özüm: (a) an = n+1
n

, n ∈ N ⇒ lim
n→∞

an = 1, fakat Pn =
n∏

k=1

ak =

1+1
1

.2+1
2

· · · n+1
n

= n + 1 ⇒ lim
n→∞

Pn = +∞ Demek ki, verilen c.arpım

ıraksaktır.

(b) p > 0 olsun. n → ∞ iken ln
(
1 + 1

np

)
∼ 1

np oldug̃una göre,
∞∑

n=1

ln
(
1 + 1

np

)
serisi p > 1 ic.in yakınsak, 0 < p ≤ 1 ic.in de ıraksaktır.

p ≤ 0 olsun. Bu durumda an = 1 + 1
np , n ∈ N dizisinin limiti 1

olmadıg̃ından (gereklilik kos.uluna göre)
∞∏

n=1

(
1+ 1

np

)
c.arpımı p ≤ 0 ic.in

ıraksaktır.

Demek ki, verilen sonsuz c.arpım p > 1 ic.in yakınsak p ≤ 1 ic.in ırak-

saktır.

(c) a ≥ 0 olsun. an = 1 + ea.n, n ∈ N dizisinin limiti 1 olmadıg̃ından

verilen c.arpım a ≥ 0 ic.in ıraksaktır.

a < 0 olsun. Bu durumda, n → ∞ iken ln(1+ea.n) ∼ e−|a|n ve
∞∑

n=0

e−|a|n

yakınsak oldug̃undan, (Cauchy integral testinden)
∞∑

n=0

ln(1 + ean) serisi
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ve dolayısıyla, verilen sonsuz c.arpım a < 0 ic.in yakınsaktır.

(d) ∀n ∈ N ic.in
n3+4n+8

n3+1
= 1+ 4n+7

n3+1
ve n → ∞ iken 4n+7

n3+1
∼ 4

n2 oldug̃una

göre,
∞∑

n=1

4n+7
n3+1

serisi yakınsaktır (kars.ılas.tırma testinden). Demek ki,

verilen sonsuz c.arpım yakınsaktır(§8.5, 50 ).

(e) ∀n ∈ N ic.in cos 1√
n
− 1 < 0 ve n → ∞ iken 1 − cos 1√

n
∼ 1

2n

oldug̃una göre
∞∑

n=1

(
cos 1√

n
− 1

)
serisi ıraksaktır. O halde, (§8.5, 50 )

verilen sonsuz c.arpım ıraksaktır. ¦

(38) an = 1 + αn, n ∈ N olsun. Eg̃er,
∞∑

n=1

αn ve
∞∑

n=1

α2
n serileri yakınsak

ise
∞∏

n=1

an sonsuz c.arpımı yakınsaktır. Eg̃er,
∞∑

n=1

αn ve
∞∑

n=1

α2
n seri-

lerinden biri yakınsak dig̃eri ıraksak ise
∞∏

n=1

an sonsuz c.arpımı ıraksaktır.

Gösteriniz.

C. özüm: Taylor formülü gereg̃ince x → 0 iken ln(1 + x) = x − 1
2
x2 +

o(x2) oldug̃una göre,

ln(1 + αn) = αn − 1

2
αn

2 + o(αn
2) (8.19)

yazılabilir. Buna göre,
∞∑

n=1

α2
n yakınsaktır ⇒

∞∑
n=1

[αn− ln(1+αn)] yakınsaktır (
∞∑

n=1

αn yakınsak

oldug̃undan,) ⇒
∞∑

n=1

ln(1+αn) yakınsaktır ⇒
∞∏

n=1

an yakınsaktır.
∞∑

n=1

αn

ve
∞∑

n=1

α2
n serilerinden biri yakınsak, dig̃eri ıraksak oldug̃u durumda

(8.19) den
∞∑

n=1

ln(1+αn) serisinin ıraksak, dolayısıyla da
∞∏

n=1

an c.arpımının

ıraksak oldug̃u elde edilir. ¦

(39) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların karakterlerini inceleyiniz.

(a)
∞∏

n=1

(
n+sin n

n

)
; (b)

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1

√
n

)
; (c)

∞∏
n=1

(
1 + (−1) [[ log2 n ]]

n

)
.
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C. özüm: (a) an = n+sin n
n

= 1 + sin n
n

, αn = sin n
n

, n ∈ N olsun.

∞∑

n=1

αn =
∞∑

n=1

sin n

n
ve

∞∑

n=1

α2
n =

∞∑

n=1

sin2 n

n2

serilerini göz önüne alalım. Birinci seri Dirichlet testinden, ikinci seri ise

Kars.ılas.tırma testinden yakınsak oldug̃undan, Bir önceki problemden
∞∏

n=1

(
n+sin n

n

)
c.arpımı yakınsaktır.

(b) αn = (−1)n−1
√

n
, n ∈ N dersek an = 1+ (−1)n−1

√
n

= 1+αn olur.
∞∑

n=1

αn

yakınsak (Leibnitz testinden) ve
∞∑

n=1

α2
n =

∞∑
n=1

1
n

ıraksak oldug̃undan,

bir önceki problemden verilen c.arpım ıraksaktır.

(c) αn = (−1) [[ log2 n ]]

n
, n ∈ N dersek an = 1 + αn olur.

∞∑
n=1

αn =

∞∑
n=1

(−1) [[ log2 n ]]

n
serisinin ıraksak oldug̃unu gösterelim.

m ∈ N, 2m ≤ n < 2m+1 ic.in

∣∣∣
2m+1−1∑

k=2m

(−1) [[ log2 k ]]

k

∣∣∣ =
2m+1−1∑

k=2m

1

k
>

2m

2m+1
>

1

2

oldug̃undan, Cauchy kriteri gereg̃ince
∞∑

n=1

αn serisi ıraksaktır. Öte yan-

dan,
∞∑

n=1

αn
2 =

∞∑
n=1

1
n2 yakınsak oldug̃undan, bir önceki problemden

verilen c.arpım ıraksaktır. ¦

(40) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların kos.ullu yakınsak ya da mutlak yakınsak

olup olmadıklarını aras.tırınız.

(a)
∞∏

n=1

(
1 + (−1)n−1

nα

)
; (b)

∞∏
n=1

(
1 + 1

nα ln(n+1)

)
; (c)

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1

nα ln(n+1)

)
.

C. özüm: (a) α > 1 olsun. Bu durumda
∞∑

n=1

(−1)n−1

nα serisi mut-

lak yakınsak oldug̃undan, verilen sonsuz c.arpım α > 1 ic.in mutlak

yakınsaktır (Teorem 8.5.5 den). 1
2

< α ≤ 1 olsun. Bu durumda
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∞∑
n=1

(−1)n−1

nα ve
∞∑

n=1

1
n2α serileri yakınsak oldug̃undan, verilen sonsuz c.arpım

1
2

< α ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsaktır (§8.5, 60 dan). 0 < α < 1
2

olsun. Bu

durumda
∞∑

n=1

(−1)n−1

nα yakınsak ve
∞∑

n=1

1
n2α ıraksak oldug̃undan, verilen

sonsuz c.arpım ıraksaktır.

(b) ∀n ∈ N ic.in
1

nα ln(n+1)
> 0 oldug̃una göre, verilen sonsuz c.arpım

yalnızca mutlak yakınsak olabilir.
∞∑

n=1

1
nα ln(n+1)

serisini göz önüne alalım.

Cauchy integral testi gereg̃ince bu seri α > 1 ic.in mutlak yakınsak,

0 < α ≤ 1 ic.in ıraksak oldug̃undan, verilen sonsuz c.arpım α > 1 ic.in

mutlak yakınsak, 0 < α ≤ 1 ic.in ıraksaktır.

(c)
∣∣∣ (−1)n−1

nα ln(n+1)

∣∣∣ = 1
nα ln(n+1)

oldug̃una göre, α > 1 ic.in verilen sonsuz c.arpımla (b) deki sonsuz

c.arpımın karakteri aynıdır, yani α > 1 ic.in verilen sonsuz c.arpım mut-

lak yakınsaktır. Leibnitz testi gereg̃ince
∞∑

n=1

(−1)n−1

nα ln(n+1)
serisi ∀α > 0 ic.in

yakınsak, Cauchy integral testi gereg̃ince
∞∑

n=1

1
n2α ln(n+1)

serisi α ≥ 1
2

ic.in yakınsak ve 0 < α < 1
2

ic.in ıraksak oldug̃una göre, verilen sonsuz

c.arpım 1
2
≤ α ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsak ve 0 < α < 1

2
ic.in ıraksaktır. ¦

8.7 Ek Problemler

(41) As.ag̃ıda verilen serilerin, kısmi toplamlar dizisinin limitine göre karak-

terlerini inceleyiniz ve yakınsaklık durumunda toplamını bulunuz.
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(a)
∞∑

n=0

1
3n−1 ; (b)

∞∑
n=1

(−1)n

2n ;

(c)
∞∑

n=1

(1, 1)n ; (d)
∞∑

n=0

ln2n 2 ;

(e)
∞∑

n=1

1
n(n+5)

; (f)
∞∑

n=1

2n+1
n2(n+1)2

;

(g)
∞∑

n=1

3n2+3n+1
n3(n+1)3

; (h)
∞∑

n=1

( 3
√

n + 2 − 2 3
√

n + 1 + 3
√

n) ;

(i)
∞∑

n=1

ln
(

n2+3n+2
n2+3n

)
; (j)

∞∑
n=2

ln n3+1
n3−1

;

(k)
∞∑

n=1

n2qn, (|q| < 1) ; (l)
∞∑

n=1

arccot(n2 + n + 1) ;

(m)
∞∑

n=0

1
n!(n+2)

; (n)
∞∑

n=1

(
1

2n cos x
2n

)2

;

(o)
∞∑

n=1

(
(n + 3) sin π

2(n+3)
− (n + 2) sin π

2(n+2)

)n

; (p)
∞∑

n=0

2n−1x2n−1

1+x2n−1 ;

(q)
∞∑

n=1

arctan x3n+1
x2n+1

.

Cevap:

(a) Yakınsak ve toplamı 3
2

dir ; (b) Yakınsak ve toplamı 2
3

dir ;

(c) Iraksaktır ; (d) Yakınsak ve toplamı 1
1−ln2 2

dir ;

(e) Yakınsak ve toplamı 137
300

dür ; (f) Yakınsak ve toplamı 1 dir ;

(g) Yakınsak ve toplamı 1 dir ; (h) Yakınsak ve toplamı 1 − 3
√

2 dir ;

(i) Yakınsak ve toplamı ln 3 tür ; (j) Yakınsak ve toplamı ln 3
2

dir ;

[(j) ic.in Yol gösterme: Sn =
n∑

k=1

ln k3+1
k3−1

= − ln 2(n2+n+1)
3n(n+1)

oldug̃unu

gösteriniz.]

(k) Yakınsak ve toplamı q(1+q)
(1−q)3

tür ; (l) Yakınsak ve toplamı π
4

tür ;

(m) Yakınsak ve toplamı 1 dir ;

[(m) ic.in Yol gösterme: Sn = 1 − 1
(n+2)!

oldug̃unu gösteriniz.]

(n) Yakınsak ve toplamı 1
sin2 x

− 1
x2 dir[(n) ic.in Yol gösterme: Sn =

1
sin2 x

−
(

1
2n sin x

2n

)2

oldug̃unu gösteriniz.]

(o) Yakınsak ve toplamı −3
2

dir ; (p) Yakınsak ve toplamı x
1−x

tir ;

[(p) ic.in Yol gösterme: Sn = x
1−x

− 2nx2n

1−n2n oldug̃unu gösteriniz.] (q) Iraksaktır .
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(42) As.ag̃ıda verilen serilerin, gereklilik testi gereg̃ince ıraksak olduklarını

gösteriniz.

(a)
∞∑

n=1

2n+1
n+3

; (b)
∞∑

n=1

n2 sin 1
n2+2n+3

;

(c)
∞∑

n=1

(
2n2+1
2n3+3

)n2

; (d)
∞∑

n=1

1
n
√

0,3
;

(e)
∞∑

n=1

1
n
√

n
; (f)

∞∑
n=1

(n+1) ln n!−2 ln(2!.3!···n!)
n2+n

;

(g)
∞∑

n=1

cos n2 .

(43) Kars.ılas.tırma testinden yararlanarak as.ag̃ıda verilen serilerin karakter-

lerini inceleyiniz.

(a)
∞∑

n=1

n
(n+2)2n ; (b)

∞∑
n=1

1√
n(n+3)

;

(c)
∞∑

n=1

1√
(n+2)(n2+1)

; (d)
∞∑

n=1

1
1+an , (a > 0) ;

(e)
∞∑

n=1

1
(a+bn)p , (a, p > 0, b ≥ 0) ; (f)

∞∑
n=2

1
ln n

;

(g)
∞∑

n=1

ln n4+3n3

n4+1
; (h)

∞∑
n=2

ln n
3
√

n
;

(i)
∞∑

n=2

1
(ln n)ln ln n ; (j)

∞∑
n=4

1
(ln ln n)ln n ;

(k)
∞∑

n=1

(
√

n + 1 −√
n)p ln 3n+1

3n−1
; (l)

∞∑
n=1

arcsin nπ
n2

√
n+n+1

;

(m)
∞∑

n=1

arctan n+1
3√

an7+3n3+1
.

Cevap:

(a) Yakınsak ; (b) Iraksak ;

(c) Yakınsak ; (d) a > 1 ic.in yakınsak, 0 < a ≤ 1 ic.in ıraksak ;

(e) b > 0 ve p > 1 ic.in yakınsak, b > 0, 0 < p ≤ 1 ve b = 0, p > 0 ic.in ıraksak ;

(f) Iraksak ; (g) Iraksak ;

(h) Iraksak ; (i) Iraksak ;

[(i) ic.in Yol gösterme: ∀n ≥ 2 ic.in
1

(ln n)ln ln n = 1

e(ln ln n)2
> 1

eln n = 1
n

oldug̃unu gösteriniz.]
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(j) Yakınsak ; [Yol gösterme: 1
(ln ln n)ln n = 1

nln ln ln n < 1
n2 , n ≥ 4

oldug̃unu gösteriniz.]

(k) p > 0 ic.in yakınsak, p ≤ 0 ic.in ıraksak ; (l) Yakınsak ;

(m) a = 0 ic.in yakınsak, a 6= 0 ic.in ıraksak .

(44) D’alambert oran testinden yararlanarak genel terimleri as.ag̃ıda verilen

serilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an = (2n−1)!!
n!

; (b) an = n!(2n+1)!
(3n)!

;

(c) an = 4.7.13···(3n+4)
3.7.11···(4n+3)

; (d) an = (2n−1)!!
(2n)!!

1
n2n+1 ;

(e) an = 3.6···(3n)
(n+1)!

arctan 1
2n ; (f) an = 4.7···(3n+1)

(2n)n ;

(g) an =
nn sin π

2n

n!
; (h) an = nn

n!3n .

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Yakınsak ; (c) Yakınsak ; (d) Yakınsak ;

(e) Iraksak ; (f) Yakınsak ; (g) Iraksak ; (h) Yakınsak .

(45) Cauchy kök testinden yararlanarak genel terimleri as.ag̃ıda verilen ser-

ilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an = 2(−1)n+n ; (b) an = 2(−1)n−n ;

(c) an = (5−(−1)n)n

n24n ; (d) an =
(

n−1
n+1

)n(n−1)

;

(e) an = (5+(−1)n)n

n27n ; (f) an =
(

n2+3
n2+4

)n3+1

;

(g) an = 3n
(

n
n+1

)n2

; (h) an = arctann
(√

3n+1√
n+1

)
;

(i) an =
(

n−1
n+1

)√
n3+3n+1

; (j) an =
(

6n+1
5n−3

)n
2
(

5
6

) 2n
3

.

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Yakınsak ; (c) Iraksak ; (d) Yakınsak ;

(e) Yakınsak ; (f) Yakınsak ; (g) Iraksak ; (h) Iraksak ; (i) Cauchy

kök testinden kesin birs.ey söylenemez ; (j) Yakınsak .

(46) Raabe veya Gauss testlerinden yararlanarak genel terimleri as.ag̃ıda ver-

ilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.
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(a) an = (2n−1)!!
(2n)!!

1
2n+1

; (b) an =
(

(2n−1)!!
(2n)!!

)p

;

(c) an =
(

(2n)!!
(2n−1)!!

)p
1
n7 ; (d) an = 1.4···(3n−2).2.5···(3n+2)

n!(n+1)!9n ;

(e) an = ln 2 ln 3··· ln(n+1)
ln(2+a) ln(3+a)··· ln(n+1+a)

, (a > 0) ;

(f) an = 2n(n!)2

4.11···(2n2+n+1)
; (g) an = 2.5.7···(3n−4)

3nn!
;

(h) an =
(2n−1)!! sin π

2n

nn+p , (p > 0) ; (i) an =
n∏

k=1

cos π√
k+4

.

Cevap: (a) Yakınsak ; (b) p > 2ic.in yakınsak,p ≤ 2 ic.in ıraksak;

(c) p < 12ic.in yakınsak,p ≥ 12ic.in ıraksak; (d) Iraksak ; (e) Iraksak ;

(f) Iraksak ; (g) Yakınsak ; (i) Yakınsak ; (h) p > 1
2
ic.in yakınsak,

0 < p ≤ 1
2
ic.in ıraksak.

(47) Genel terimleri as.ag̃ıda verilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an =

1
n∫
0

√
x

1+x3 dx ; (b) an =

1
n∫
0

dx
1+x3 ;

(c) an =
nπ+π∫
nπ

sin2 x
x

dx ; (d) an =
nπ+π∫
nπ

cos2 x
x

dx ;

(e) an =
nπ+π∫
nπ

cos2 x
xp dx, (p > 0) ; (f) an =

π
n∫
0

sin3 x
1+x2 dx ;

(g) an =
(
1 + 1

2
+ · · · + 1

n
− ln n

)
n−p, (p > 0) ;

(h) an =
∣∣∣

n2+1∫
n2

sin x2dx
∣∣∣ ; (i) an = n2

n+1∫
n

x
1+x5 dx ;

(j) an = n
n2∫
n

x
1+x5 dx ; (k) an = (1!+2!+···+n!)2

(2n+2)!
.

Cevap: (a) Yakınsak ; (b) Iraksak ; (c) Iraksak ; [(c) ic.in Yol

gösterme: (an) ve
(

1
π(n+1)

)
dizilerini mukayese ediniz.] (d) Iraksak

[(d) ic.in Yol gösterme: (an) ve
(

1
π(n+1)

)
dizilerini mukayese ediniz.]

(e) p > 1 ic.in yakınsak, 0 < p ≤ 1 ic.in ıraksak (f) Yakınsak,

(g) p > 1 ic.in yakınsak, 0 < p ≤ 1 ic.in ıraksak [(g) ic.in Yol gösterme:

lim
n→∞

( n∑
k=1

1
k
−ln n

)
= c ] (h) Yakınsak [(h) ic.in Yol gösterme:

a+1∫
a

2x sin x2

2x

integraline kısmi integrasyon formülünü uygulayınız.] (i) Yakınsak ;
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(j) Yakınsak ; (k) Yakınsak [(k) ic.in Yol gösterme:
n∑

k=1

k! ≤ (n + 1)!].

(48) Genel terimleri as.ag̃ıda verilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an = 3n+2n

5n+3n ; (b) an = 2n+n10

3n+n2 ;

(c) an = 5n

7n−5n ; (d) an = tanα
(

π
n+2

)
;

(e) an = sin 1
nα tan 1

nβ , (α, β > 0) ; (f) an = nn lnn
(
1 + 1

2n

)
;

(g) an = tan
(

1
nα

)
ln 3n2+1

n2+1
, (α > 0) ; (h) an = tan 1√

n
1

nα ;

(i) an =
3√n

(2n−1)(5 3√n−1)
; (j) an = ln n+2

n(ln3 n+1)
;

(k) an = 1√
n

lnp
(

n+1
n−1

)
; (l) an = 1

2 [[ log2 n ]] ;

(m) an = 1
[[ lgn ]]

, (n ≥ 15) ; (n) an = 1
nα lnp n lnq(ln n)

, (n ≥ 10) ;

(o) an = n2( n
√

a − n+1
√

a) ; (p) an = (n−1)3 n
√

2
n4+3n2+2

, (n ≥ 2) ;

(q) an =
(
arcsin n

n+3

)n

; (r) an =
(
arctan n2

n2+4

)2n

;

(s) an = n2

5n−3n−2n , (n ≥ 4) ; (t) an = nn

lnn(n+1)
;

(u) an =
(

α(α+1)···(α+n−1)
n!

)p

, (α > 0) ; (v) an = (
√

n + 1 −
√

nα)p ;

(w) an =
(
1 − 5

√
n−1
n+1

)α

, (α > 0) ; (x) an = ln3 n
4√5n3+1

sin 1
np , (p > 0) ;

(y) an = (a
1
n + a− 1

n − 2), (a > 0) ; (z) an =
ln(1+ 1

nα )

3
√

nβ+1
, (α, β > 0) ;

(xx) an = a
1
n − asin 1

n , (a > 0) ; (yy) an =
(
cosh 1

n
− 1

)p

;

(zz) an =
(
sinh 1

n
− 1

n

)p

.

Cevap: (a) Yakınsak ; (b) Yakınsak ; (c) Yakınsak ; (d) α > 1 ic.in

yakınsak, α ≤ 1 ic.in ıraksak ; (e) α + β > 1 ic.in yakınsak, α + β ≤ 1

ic.in ıraksak ; (f) Yakınsak ; (g) α > 1 ic.in yakınsak, 0 < α ≤ 1 ic.in

ıraksak ; (h) α > 1
2

ic.in yakınsak, α ≤ 1
2

ic.in ıraksak ; (i) Iraksak ;

(j) Yakınsak ; (k) p > 1
2

ic.in yakınsak, 0 < p ≤ 1
2

ic.in ıraksak ; (l)

Iraksak ; (m) Iraksak ; (n) α > 1; α = 1, p > 1; α = p = 1, q > 1

ic.in yakınsak, α < 1; α = 1, p < 1; α = p = 1, q < 1 ic.in ıraksak ; (o)

∀a 6= 1 ic.in ıraksak ; (p) Iraksak ; (q) Iraksak ; (r) Yakınsak ; (s)

Yakınsak ; (t) Iraksak ; (u) p(1− α) > 1 ic.in yakınsak, p(1− α) ≤ 1

ic.in ıraksak ; (v) α = 1, p > 2 ic.in yakınsak, α 6= 1,∀p; α = 1, p ≤ 2
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ic.in ıraksak ; (w) α > 1 ic.in yakınsak, 0 < α ≤ 1 ic.in ıraksak ; (x)

p > 1
4

ic.in yakınsak, 0 < p ≤ 1
4

ic.in ıraksak ; (y) ∀a > 0 ic.in yakınsak

; (z) β − 3α > 3 ic.in yakınsak, β − 3α ≤ 3 ic.in ıraksak ; (xx) ∀a > 0

ic.in yakınsak ; (yy) p > 1
2

ic.in yakınsak, p ≤ 1
2

ic.in ıraksak ; (zz)

p > 1
3

ic.in yakınsak, p ≤ 1
3

ic.in ıraksak .

(49) Leibnitz testinden yararlanarak as.ag̃ıda verilen serilerin kos.ullu yakınsak

oldug̃unu gösteriniz.

(a)
∞∑
1

(−1)n−1
√

n2−4n+1
; (b)

∞∑
1

(−1)n−1n9
√

n20+4n3+1
; (c)

∞∑
2

(−1)n−1 ln25 n

n
;

(d)
∞∑
1

(−1)n−1n

(n+1) 3√n+2
; (e)

∞∑
1

(−1)n−1n3,1

2
√

n+n
; (f)

∞∑
1

(−1)n−1√n

n+20
.

(50) Abel veya Dirichlet testlerinden yararlanarak as.ag̃ıda verilen serilerin

karakterlerini inceleyiniz.

(a)
∞∑
1

sin n
3n+2

; (b)
∞∑
4

cos 2n
ln ln n

; (c)
∞∑
1

sin(n+π
3
)

n−ln2(n+2)
;

(d)
∞∑
2

(−1)n
n
√

n

ln n
; (e)

∞∑
1

(−1)n sin 3n√
n2+1

; (f)
∞∑
1

sin(1+ 1
n

)

ln ln(n+1)
.

(51) As.ag̃ıda verilen serilerin kos.ullu yakınsak ya da mutlak yakınsak olup

olmadıklarını aras.tırınız.
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(a)
∞∑
1

(−1)n

√
n+2

; (b)
∞∑
1

(−1)n

n
√

n
;

(c)
∞∑
1

(−1)n−1 ln2(n+1)
2n+3n ; (d)

∞∑
1

sin
(

π
4

+ nπ
)

sin 1
n

;

(e)
∞∑
1

cos(π
√

n2 + n) ; (f)
∞∑
1

(−1)n−1
(

(2n−1)!!
(2n)!!

)p

;

(g)
∞∑
1

(−1)n 1
n2 sin2 n

; (h)
∞∑
2

(−1)n−1

nα lnβ n
;

(i)
∞∑
1

(−1)n

n lnp n lnq ln(n+1)
; (j)

∞∑
1

(−1)n tanp 1
n
, (p > 0) ;

(k)
∞∑
1

(−1)n
(

2n+1
3n−2

)n

; (l)
∞∑
1

(−1)n
(

3n+1
3n−2

)5n+2

;

(m)
∞∑
1

(−1)n−1

n
sin

√
n

n+1
; (n)

∞∑
1

(−1)narccotn

nq ;

(o)
∞∑
1

sin(π
√

n + 2) cos 1
n

; (p)
∞∑
1

(−1)n−1

nα+ 1
n

;

(q)
∞∑
2

(−1)n 3+(−1)n

n ln n
; (r)

∞∑
1

sin
(

sin n
n2

)
;

(s)
∞∑
1

(−1)n
(
1 − cos 1

n

)α

; (t)
∞∑
1

(−1)n
(
1 − sin πnq

2nq+1

)
, (q > 0) ;

(u)
∞∑
1

(−1)n cos2 n√
nq+1

, (q > 0) ; (v)
∞∑
1

ln3 n
n

sin nπ
6

.

Cevap: (a) Kos.ullu yakınsak ; (b) Iraksak (c) Mutlak yakınsak ;

(d) Kos.ullu yakınsak (e) Kos.ullu yakınsak ; (f) p > 2 ic.in mutlak

yakınsak, 0 < p ≤ 2 ic.in kos.ullu yakınsak ve p ≤ 0 ic.in ıraksak ; (g)

Mutlak yakınsak ; (h) α > 1 ic.in mutlak yakınsak, α = 1, β > 1 ic.in

mutlak yakınsak, α = 1, β ≤ 0 ic.in kos.ullu yakınsak,α = 0, β > 0 ic.in

kos.ullu yakınsak, α = 0, β ≤ 0 ic.in ıraksak; α < 0 ic.in ıraksak ; (i)

p > 1 ve herhangi q ic.in mutlak yakınsak; p = 1, q > 1 ic.im mutlak

yakınsak, p = 1, q ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsak ; 0 < p < 1 ve herhangi

q ic.in kos.ullu yakınsak; p ≤ 0 ve herhangi q ic.in ıraksak (j) p > 1

ic.in mutlak yakınsak 0 < p ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsak ; (k) Mutlak

yakınsak ;(l)Iraksak ; (m) Mutlak yakınsak ; (n) q > 0 ic.in mutlak

yakınsak −1 < q ≤ 0 ic.in kos.ullu yakınsak; q ≤ −1 ic.in ıraksak ;

(o) Kos.ullu yakınsak ; (p)α > 1 ic.in mutlak yakınsak, 0 < α ≤ 1

ic.in kos.ullu yakınsak; α ≤ 0 ic.in ıraksak ; (q) Iraksak ; (r) Kos.ullu
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yakınsak ; (s) α > 1
2

ic.in mutlak yakınsak, 0 < α ≤ 1
2

ic.in kos.ullu

yakınsak; α ≤ 0 ic.in ıraksak ; (t) q > 1 ic.in mutlak yakınsak, q ≤ 1

ic.in ıraksak ; (u) q > 2 ic.in mutlak yakınsak, 0 < q ≤ 2 ic.in kos.ullu

yakınsak ; (v) Kos.ullu yakınsak .

(52) As.ag̃ıda verilen serilerin kos.ullu veya mutlak yakınsak olup olmadıklarını

gösteriniz.

(a) 1 + 1
2

+ 1
3
− 1

4
− 1

5
− 1

6
+ 1

7
+ 1

8
+ 1

9
− · · ·

(b) 1 + 1
2
− 1

3
+ 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ 1

7
+ 1

8
− 1

9
− · · ·

(c) 1 − 1
2

+ 1
22 − 1

22 + 1
32 − 1

23 + · · · + 1
n2 − 1

2n + · · ·
(d) 1 + 1√

3
− 1√

2
+ 1√

5
+ 1√

7
− 1√

4
+ 1√

9
+ 1√

11
− 1√

6
+ · · ·

(e) 1 + 1
3p − 1

2p + 1
5p + 1

7p − 1
4p + 1

9p − 1
11p − · · ·

(f) 1
1p − 1

2q + 1
3p − 1

4q + 1
5p − 1

6q + · · ·
(g) 1 − 2

2q + 1
3p + 1

4p − 2
5p + 1

6p + 1
7p − 2

8p + 1
9p + · · ·

Cevap: (a) Yakınsak ; (b) Iraksak ; (c) Mutlak yakınsak ; (d)

Iraksak ; (e) p > 1 ic.in mutlak yakınsak, p < 1 ic.in ıraksak ; (f)

p, q > 1 ic.in mutlak yakınsak, 0 < p = q ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsak ve

p ve q nun dig̃er bütün deg̃erleri ic.in ıraksak ; (g) p, q > 1 ic.in mutlak

yakınsak, 0 < p = q ≤ 1 ic.in kos.ullu yakınsak ve p ve q nun dig̃er bütün

deg̃erleri ic.in ıraksak.

(53) α > 0, β > 0 olsun. Yakınsak

∞∑

n=1

(−1)n

nα
ve

∞∑

n=1

(−1)n

nβ

serilerinin Cauchy c.arpım serisinin α+β > 1 ic.in yakınsak ve α+β < 1

ic.in ıraksak oldug̃unu gösteriniz.

(54) Iraksak

1 −
∞∑

n=1

(3

2

)n

ve 1 +
∞∑

n=1

(3

2

)n−1

(2n + 2−(n+1))
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serilerinin Cauchy c.arpım serisinin mutlak yakınsak oldug̃unu gösteriniz.

(55)
∞∑

n=1

an pozitif serisi ıraksak olsun. Sn =
n∑

k=1

ak, n ∈ N olmak üzere

∞∑
n=1

an

Sn
α serisinin α > 1 ic.in yakınsak ve α ≤ 1 ic.in ıraksak oldug̃unu

gösteriniz.

(56)
∞∑

n=1

an pozitif serisi yakınsak ve Rn =
∞∑

k=n+1

ak olsun.
∞∑

n=1

an

Rn
n−1

serisinin

α = 1 ic.in ıraksak ve α < 1 ic.in yakınsak oldug̃unu gösteriniz.

(57) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların karakterlerini inceleyiniz.

(a)
∞∏

n=1

2n+1
n+1

; (b)
∞∏

n=1

(
1 − 2

n2+3n+2

)
; (c)

∞∏
n=1

9n2

9n2−1
;

(d)
∞∏

n=1

n2−4
n2−1

; (e)
∞∏

n=1

4n−1
4n+1

; (f)
∞∏

n=1

a
(−1)n

n , (a > 0) .

Cevap:

(a) Iraksak ; (b) Yakınsak ve deg̃eri 1
3

tür ;

(c) Yakınsak ve deg̃eri 2π

3
√

3
tür; (d) Yakınsak ve deg̃eri 1

4
tür ;

(e) Iraksak ; (f) Yakınsak ve deg̃eri a− ln 2 dir .

(58) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların karakterlerini inceleyiniz.

(a)
∞∏

n=2

1
n2−1

; (b)
∞∏

n=0

√
n+1
n+2

;

(c)
∞∏

n=2

(
n2−1
n2+1

)p

; (d)
∞∏

n=1

n
1
n ;

(e)
∞∏

n=1

(
1 + 1

n

) 1
n+1

; (f)
∞∏

n=1

cos(arccotn) ;

(g)
∞∏

n=1

(
n sin 1

n

)α

; (h)
∞∏

n=1

arccos
(

nα−1
nα

)
, (α > 0) ;

(i)
∞∏

n=1

(
1 + an

2n

)
; (j)

∞∏
n=1

n
√

ln(n + a) − ln n, (a > 0) ;

(k)
∞∏

n=1

(
sin a

n
a
n

)
, (a 6= kπ, k ∈ N) ; (l)

∞∏
n=2

sin
[

π
2

(
1 + 1

np

)]
, (p > 0) .

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Iraksak ; (c) Yakınsak ; (d) Iraksak ;

(e) Yakınsak ; (f) Yakınsak ; (g) α > 1
2

ic.in yakınsak, 0 < α ≤ 1
2

ic.in
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ıraksak ; (h) o < α ≤ 2 ic.in ıraksak ; (i) |a| < 2 ic.in yakınsak, |a| ≥ 2

ic.in ıraksak ; (j) Iraksak ; (k) Yakınsak ; (l) p > 1
2

ic.in yakınsak,

0 < p ≤ 1
2

ic.in ıraksak .

(59) As.ag̃ıda verilen sonsuz c.arpımların mutlak yakınsak ya da kos.ullu yakınsak

olup olmadıklarını aras.tırınız.

(a)
∞∏

n=2

(
1 + (−1)n

ln n

)
; (b)

∞∏
n=1

n(−1)n

;

(c)
∞∏

n=1

n
√

n(−1)n ; (d)
∞∏

n=1

(
1 + xn

2n

)
;

(e)
∞∏

n=1

(
1 + (−1)

n(n−1)
2

n

)
; (f)

∞∏
n=1

tan π

4

(
1+

(−1)n+1

np

) , (p > 0) .

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Iraksak ; (c) Kos.ullu yakınsak ;

(d) |x| < 2 ic.in mutlak yakınsak, |x| ≥ 2 ic.in ıraksak ; (e) Kos.ullu

yakınsak ; (f) p > 1ic.in mutlak yakınsak,1
2

< p ≤ 1 ic.in kos.ullu

yakınsak.

(60) (a) sin x = x
∞∏

n=1

(
1 − x2

π2n2

)
;

(b) cos x =
∞∏

n=1

(
1 − 4x2

π2(2n−1)2

)
;

(c) sinh x = x
∞∏

n=1

(
1 + x2

π2n2

)
;

(d) cosh x =
∞∏

n=1

(
1 + 4x2

π2(2n−1)2

)
.

es.itliklerinin dog̃ru oldug̃unu gösteriniz.


