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o0

Teorem 8.5.5 : [[ (1+an), (a, > —1, n € N)carpiminin mutlak yakinsak
n=1
olmasu icin gerek ve yeter sart . o, serisinin mutlak yakinsak olmasidur.
n=1

Ornek 8.5.6 :Asagqudaki carpimlarin yakinsaklhk durumlaring inceleyiniz.

(a) nﬁl(un%), (@>0): (b) ﬁ(H%) (@>0);

n=1

o0
Coziim: (a) Y. - serisi @ > 1 icin yakinsak ve 0 < o < 1 i¢in raksak
n—=
oldugundan 5° geregi verilen sonsuz carpim « > 1 icin yakinsak ve 0 < o <'1
icin 1raksaktir.

[e.e]
(b) & > 1icin > & serisi yakinsak oldugundan verilen carpim a > 1
n=1

icin mutlak yakmsaktir. S & )n ' Z serileri 0 < o <1 icin kosullu
n=1 n=1
yakinsak oldugundan, verilen carpim 0 < o < 1 icin kosullu yakinsaktir (6°

geregi). ¢

8.6 Cozumli Problemler

(1) Asagidaki serilerin toplamlarimi bulunuz.

- 1 . - 2n+1 .
@ X @m0 2w
(c) ; TS (d) 21(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ);
() > ng", (lal<1); (f) e
n=1 n=1
0 _1\yn—1 0 _1\n—1
(&) % S5 ) (g + ger)

oo
(i) > sin s cos o .
n=1

Cozim:
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()S—Zm Zi( 3 ﬁ)

B 1( 1 1 >+1( 1 1 )
o 4\41-3 41+1 4\42—-3 42+1

n +1< 1 1 )
4\4n —3 4dn+1

B 1(1 1+1 1+1 N 1 1 )
4 5 5 9 9 dn—3 4dn+1
1 1 1 1
- (1- = lim S, = li —(1— )
4( 4n+1> L on = A An + 1
1
4
Demek ki,
N
—~(dn-3)4n+1) 4
tur.
= 2% (1
(b) Sp = kz_:l k2(kﬁ)2 - ;(:72 - (k;+11)2>

B ( 1 1 ) . ( 1 1 ) P ( 1 1 )
o1z 22 22 32 n?  (n+1)?2
1
(n+1)2
oldugundan, lim S, = 1 oldugu ve dolayisiyla,verilen serinin yakinsak

n—oo

ve toplaminin 1 oldugu anlasilir.

(c) 25m* +5n — 6 = (5n — 2)(5n + 3) oldugundan,

n n

- 1 1 1 1 1
STL = _—_—m = — —_
;25k2+5k—6 ;(5k—2)(5k+3) 5 (5k;—2 5k+3>

k=1
B 1<1 1+1 1+ - 1 1 )
~ 5\3 & 8 13 5n—2 5n+3
1<1 1 ):> S 1
= —-|l=z— lim
5\3 SHn-+3 n—00 15

> 1
= = —
225n2+5n—6 15

n=1
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dir.

n

(d) Sp=S(WVEk+2—-2vVk+1+Vk)

k=1

(V3 —2V2+ 1)+ (V4 —2V3+V2) + (V5 - 2V4 +V3)
+ o+ (Wn+2-2vVn+1++vn)
1—-V24+vVn+2—vVntl=1-v2+

= limS,=1-+v2

n—o0

1
vVn+2++yn+1

:>§:(\/n+2—2\/n+1—|—\/ﬁ):1—\/§

dir.

(e) Sp=>ki* =q+2¢*+---+ng" = S, — Suq
=1

= (¢+2¢+ - +n¢") — (F+2¢*+--+ (n—1)g" +ng"™)

q—q""!
_ q+q2+‘_.+qn_nqn+1:1—_q_nqn+1
n+1
q q n+1
S 1-g)Si= - Ty
1—qg 1—¢q
N S _ q qn+1 nqn+1

1-¢2 (1-9¢2 1-¢q

[ |q] < 1iken lim ¢"™' =0 ve lim ng"™ = 0 oldugundan]

n—0o0

. q R
= lim 5, = — = |¢| <1 icin ng"t =

n=1

dir.
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n k n
() si=> % =25 k(L) +> &

k=1 k=1 k=1
LA ey G-
— 2( _ >+
1-3?2 (1-2)? 1-4% -1
1 1
5 = 7
= lim S, =2—7° 5 °
“m+1 7
= -
25 =3
dir
")kt n k—1 1—(=1yn n
® 8= 2 G =2 () = -0 (5)
k=1 k=1
3_ N (D8
= lim S, =-= e
nl—>nolo 4 nZ:; Sn—l 4
tur.
(h) S Z( +£)=5—1 + o lim S, = 2
= 2 23871 8 271 ! 8.3n~1 n—oo 8
)”1) 51
= =
dir.

(i) sinacos = 3[sin(o + () + sin(o — 3)] den

n n

1 3 1 .1 1
Sp = Zsm oR-COSop =3 Z(sm vz — Sin 2k—1>

k=1 k=1
1/. . 1
= - (sm 2 —sin >
2 2n71
= lim S 2 li ! L 2
im S, = —sin2 — — lim sin = —sin
n—00 2 2 n—oo on—1 2

> 1 3 1
= ZsinQ—n.cosz—n = 581112
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dir. ¢

Genel terimleri asagidaki sekilde verilen serilerin yakinsak olduklarini

gosteriniz ve toplamlarini bulunuz.

_ 1 . _ 1 .
(a) an = nn D) (n+2)(nt3) (b) an = n(n+p)’ (peN);
_ 1 . _ 3n+4
(©) = ey (D = n(n+1;?n+4) :

1 _ (n+3)—n
n(n+1)(n+2)(n+3) ~ 3n(n+1)(n+2)(n+3)

Cozim: (a) a, =

1 1
3n(n+1)(n+2) 3(n+1)(n+2)(n+3)

oldugundan, b,, = dersek a,, = b, 11—, oldugu elde edilir.

1
T 3n(n+1)(n+2)
Buna gore,

S, = Z&k Zka—bk):(b2—bl)+(b3—b2)+---+(bn+1—bn)
k=1

= by — by = — ! b E
ST 3+ )+ 2)(n +3) 18
1
lim S, =
= M en TR

olur. Demek ki, genel terimi a,, = olan seri yakinsak ve

1
n(n+1)(n+2)(n+3)
toplaml dir.

(b) ; = %(l — L) oldugundan,

k(k+p) k~ k+tp
5 1 1 <
"= Z‘“f Z K 5( R S )
n+p 1 p 1
= - — - = lim §, = - -
Z pk;lk nl—{{olo pk:lk

1
n(n+p)

bulunur. Demek ki, genel terimi a, = olan seri yakinsak ve

toplami
o

1 1 1 1
—:—<1—|——+...+—>
n(n+p) p 2 p

n=1
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dir.

(C) ., = 1 _ 1 1 1 1
n (2n+1)(2n+3)(2n+5) 4\ 2n+1 2n+5 ) 2n+3

1 1 1 1
4@2n+1)2n+3) 4(2n+5)(2n+3)

oldugundan, b, dersek a, = b,.1 — b, oldugu elde

_ 1
T 4(2n+1)(2n+3)
edilir. Buna gore,

Sy = Zak—z bk+1—bk):bn+1—bl
k=1

T 1
60  4(2n+3)(2n +5)

yazilabilir. Buradan da lim S,, = i oldugu ve dolayisiyla, genel terimi
Un = Grri) (2n1+3) @) olan seri yakmsak ve toplaml tr.
(d) 4. = 3n+4 _ nt(t)+(nt4)—
n n(n+1)(n+4) n(n+1)(n+4)
B 1 n 1 n 1 1
 (n+D)+4) nn+4) nn+1) nn+1)(n+4)
B 2 n 1 1 1 n 2 < 1 1 ) N
B (n+1)(n—|—4) nn+1) n n+l1 3\n+1 n+4d

$= Yo=Yt 7+ (- )

k=1
_.531_"_j_+2("_i__"_j_>

ik k1 3\ k+l k4
- <1+1+ +1> <1+1+ + 1)
B 2 n 2 3 n+1
. 2<1+1+ 111 1 )

3\2 " 3 1 5 6 n+4

+
1+1 1 1 1 )
3 4 n+2 n+3 n+4

13 13 31
1 —

5
3
1 2 /13 1 1 1
R e
n+1 3\12 n+2 n+3 n+4
2
3R T TR

n—~oo
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olur. Demek ki, genel terimi a, = % olan seri yakinsak ve

toplami {¢ 3L dir. o

(3) Asagidaki serilerin raksak olduklarimi gosteriniz.

o0

@ Y EE (b)) L0.03: © 3\ /mE

5n+3 7
n=1 nt

n=1
@ T At @ Ryl () Z(Tl) ;

(2) f:l(%“)"; W 3G () 2(23;;) ,

0 Cwln: 00 XE+mzEs () 3
(m) i(nnJrTlL)n

Coziim: Problemlerin ¢oziimiinde pozitif terimli (a,) dizisi wraksak

o
veya lim a, # 0ise > a, serisi iraksatir dnermesinden yararlanacagiz.
n—oo n=1

(a) lim 52;; 2 £ 0 oldugundan verilen seri wraksaktir.

(b) lim (0,03)% = 1 # 0 oldugundan verilen seri raksaktir.

n—oo

(¢) lim /22 = lim /2% = /2 2 0 oldugund ilen seri
Jim (ST = Iy e = /8 oldugundan, verilen seri
waksaktir.

(d) lim 5=t — = lim LS # 0 oldugundan, verilen
n—oo V2n3+5n n—00 :\"/24—%—% V2

seri raksaktir.

(e) an = (—1)"‘1—3"57;Tf5, neN=

3(2k)2 +5(2k)+5 3

lim a9, = — lim = —

b ey 3@ D252k 1) 45 3
k—o00 =1 k—o0 2(2k — ].)2 + 1 a 2

(a,,) wwaksaktir. Buna gore, verilen seri raksaktir.
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(f)

(k)

(1)

n — =7 : 2n
. n—1 o . _ 2 2 n+1 o — nleoo b =2
i () = i [(1—gkr) T = =
oldugundan, verilen seri raksaktir.

2 2

i ()" < i [(142)] < 22— ((52)”)

dizisi iraksak ve dolayisiyla, verilen seri iraksaktir.

a4 — (3n)! __ nl(nt1)--(2n)(2n+1)--(3n)
n (n!)2 (n!).(n!)

m+1)---2n)2n+1)---(3n) - (n!).(n!)
n! n!
= n!= lim q, = +o00 =

n—oo

(E%E) dizisi iraksak ve dolayisiyla, verilen seri iraksaktir.

3
3 3n°+2 3 2 3

. 3_1\" . E] T 3nd342 — lim Sn°

i <§ZS+§> = Jim [(1 N 3n:;>3—+2) } YT = noso iz =

n—00 n—00

e~ # 0 oldugundan, verilen seri iraksaktir.

2. L’Hoppital kurali geregince,

1 1 2
3 — = 1 = =
1m2i = lim%:—limx3+x3
z—oo In*(x + 1) e 6 2—oo In(x + 1)
1. o525 1 x4l _a+1l
= — lim T ——hm( — — 2 5>
6 z—o0 o 18 2—o0 xr3 T3
[lim 25 = lim (23 +273) = +00 ve lim £ = 0 oldugundan)
rT—00 x3 T—00 rT—00 x3

nh—{go 2 fﬁl) =400 = <1n2(\3ﬁ1)> dizisi iraksak ve dolayisiyla, ver-
ilen seri wraksaktir.

,n2
lim (n? —1—2)111% = lim %ln(l%— %) = l.lne=1#0

olduguna gore, verilen seri iraksaktir.

; n3+1
lim n+3

n—~oo

: 1 1 n34+1
arcsin > = lim (

— el {im (n? + 2) arcsin ——
n—oo (n+3)(n*+2) ( ) n2+2

n—oo

1
— 1. 2 2 .
nl_}I{.lo(n + 2) arcsin o




992

[2. L’Hospital kuralima gore]

) 9 1 . arcsin —;
lim z*arcsin — = lim —
T—00 {L‘2 T—00 =

x

Céziimlii Problemler

= lim = lim =1
J/‘Q
~ . 3 . ~ . .
oldugundan, lim % +larcsin - = 1 # 0 olduguna gore, verilen
nooo N3 n2+2
seri raksaktur.
. nti . 1 . 1
(m) lim "= = lim "<+ = lim —"*"——
n—oo 1 n— 00 1 n—o00 n
(o) " ) )T
. 1
lim n» 1
n—oo
lim 1 €0 7

en—oo ™

olduguna gore, verilen seri raksaktir. ¢

(4) Cauchy yakinsaklik kriterini kullanarak asagidaki serilerin yakimsak

olduklarini gosteriniz.

o0 [&.°]

(a) > 5 veR; (b) 3 smmr (z€R);

n=1

nO:O1 cosnx—cos(n+1)x
() 3, commacostntls o
n=1

Coziim: (a) a, =, n e Nolsun. Vn € N ve Vp € N icin

2n
cos(n+ 1)x cos(n + p)x
|an+1+...+an+p| = T—F.”—FW’
. 11 1
= 2n+1+"'+2n+p_2n+1< 9

B 11—2%,_1<1 1> 1

= — —_ — < —
ontl 1 L~ om ) " on

1
1+—+--~+—)

2r—1

olduguna gore, herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde, n. = [log, %]] +1

dersek Vn > n. ve Vp € N icin

[ "'+an+p| <ée
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oldugu elde edilir. O halde, Cauchy kriteri geregince bu seri her x € R
icin yakinsaktar.
(b) a, =2 n c Nolsun. Vn € N ve Vp € N icin

n(n+1)
Gt - G| = ‘ sin(n + 1) T sin(n + p)x ‘
e nte (n+1)(n+2) (n+p)(n+p+1)
_ 1 - 1
= (n+1)(n+2) (n+p)(n+p+1)

1 1
B <n+1 n—i—2)+ n+2 n—i—3>+ B

1
<n+p n+p+1
1 1
= — <
n+1 n+p+1 n+1

olduguna gore, herhangi bir £ > 0 says1 verildiginde, n. = [ % ] +1
dersek Vn > n. ve Vp € N icin

|an+1 + +an+p| <€
oldugu elde edilir. O halde, Cauchy kriteri geregince verilen seri Vo € R

icin yakinsaktir.
(C) COs £—Cos 2% 4 cos 2x—cos 3x et cos nz—cos(n+1)z

1 2 n
+<1 ) 2 —f-(l > 3z + +
= cos - — cOS - coS
T 9T S *
1 1 cos(n + 1)x
+ (—— )cosn.r——
n n-— n

cos( n+1 . coskzx
= CcOoST — ;k(k

.. . 1
ve Vo € R icin lim &tz
’ n—oo

= 0 olduguna gore,

o0 o0
cosnx — cos(n + 1)x cos nx
n

n
n=1 n=2
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serilerinin karakterleri aymidir. (b) ye benzer olarak gosterilebilir ki,

o0

:E’;ff) serisi Vo € R icin Cauchy kriteri geregince yakinsaktir. Buna
n=
gore, verilen seri de Va € R icin yakinsaktir. ¢

Cauchy kriterinin degilinden yararlanarak asagidaki serilerin iraksak

olduklarini gosteriniz.

=1 V/n(n+1) .

Vn € N ve Vp € N icin

1
Gt = gEa

Coziim: (a)
1 p

4+t >
3n+p)+1° 3n+1)+1

oldugundan, p = n icin
+ + > n > L
an PR a n —_— f—
i T3+ 1)4+17 7
bulunur. Demek ki, ¢ = % > 0 sayist verildiginde Vn € N icin a,41 +
-+ -+ag, > € oldugu, dolayisiyla, verilen serinin Cauchy kriteri geregince

wraksak oldugu anlagilir.
(b) Vn €N veVpe N icin
Up1+ o+ Apyp = mn+)+1  (+2)+1
(n+12+2 " (n+2)2+2
(ntp)+1  (nt+p)+1
n+p2+2 Plntpr+2

olduguna gore, p =n € N icin

n n n >2n2+n 12n2+n>
an an PR an — —
+ 2 T 4212 29n2 11

1
-2

olur. Demek ki, ¢ = % > () sayis1 verildiginde Vn € Nicin a,1 + -+ +
as, > ¢ oldugu, dolayisiyla, verilen serinin Cauchy kriteri geregince
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iraksak oldugu anlasilir.
(¢) Vn €N veVp e N icin

1 1
Gty =y | mApmp T D)
> 2 4o+ 2
~ (n+ 1)+ (n+2) m+p)+(n+p+1)
N
2(n+p)+1

olduguna gore, p =n € N icin

2n 2

>
dn +1 5

an+1+"‘+a2n>

bulunur. Demek ki, ¢ = % > 0 sayist verildiginde Vn € N icin a,41 +
-+ -+ag, > € oldugu, dolayisiyla, verilen serinin Cauchy kriteri geregince
iraksak oldugu anlasilir.

(d) Vn e N ve Vp e Nicin

1 1
an+1+---—|—an+p = ln<1+n—ﬂ>++1n<1+n+p)

> p1n<1+%+p>:1n<l+ ! >p

n-+mp
> ln(l—i— P >
n+p

olduguna gore, p = n € N icin

+ + >1(1+ n >>1 3
—+1 2 n+n 2

bulunur. Demek ki, ¢ = ln% > 0 sayis1 verildiginde Vn € N icin
Qpiq + - -+ + ag, > € oldugu, dolayisiyla, verilen serinin Cauchy kriteri

geregince 1raksak oldugu anlasilir. ¢

Teorem 8.2.2 den yararlanarak asagidaki serilerin yakinsaklik durum-

larini inceleyiniz.
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OEECE (0) % e

1 .
(c) ;1,/(2n—1)(2n+1)’ (d) Z(n+1)(n+2)

Coziim: (a) S, = Y 575, n € Nolsun. (S,) dizisinin S, =
k=1

1+%a522:S4:1+%+%+%""752":1+%+.“+2"+—1’“.

terimlerinden olusan (Son) alt dizisini gézoniine alahm. 143 > 1, 1+

1 2 1 1, 1 , 1 4 _ 1 0 _1 1 AT S
7>1§_4’ st T3> 1% =1 72n+1‘|'2"+37L + gy >
n— ~ ..

gnH = i olduguna gore,

S —(1+1)+(1+1>+(1+1+1)+ +
S 3 57 9 11 " 13

+< Loy by )
741 2743 2l 1
—1

n
> 14—
+ 4

bulunur. Buna gore, (Sa») dizisi ve dolayisiyla (.S,,) dizisi tistten sinirsiz,

yani (S,,) waksaktir. Demek ki, verilen seri raksaktir.

b) S, = —__ n € N olsun.
) 5= hw

1 1 1

1
+ < + < —,
2vV3  3V4 22 3V3  2V2 2

IR SR SR SN SR
/5 B aa T AT R (Vo

1 1 1
2727 +1 (2l — 1)y/2ntT  2ny/2n
1
(2741 — 1)y/20 T — 1
1
<

(V2)r
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olduguna gore,

Ser = o+ (ot ) (et et e ) +
1
+ ...+(2m+ +<2n+1 1)\/W>
I S N TR
< \/§+(¢§)2+ +(\/§)n—\/§<+\/§+ +(\/§)n_1)
B 11_$_ e 1 1
VoI -0 <

oldugu elde edilir. (S,) artan ve tistten simirh olduguna gore, (ciinkii

Vn € Nicin S, < Son < ﬁ dir.) verilen seri yakisaktir.

n

— 1 _ 1 1 1
(C) Sn—z _\/§+\/?ﬁ+"'+

=1/ (2k=1)(2k+1) (2n—1)(2n+1)
S S .
1+3 ' 3+5 2n—14+2n+1
L1 +1>1(12+13+ 11 ”H)
— — — “ .. R — n n— “ e n
2 4 2n 2 2
= —l 1
Sin(n+ 1)
ve lim In(n+ 1) = 400 olduguna gore, lim S,, = +o0o olur. Demek ki,
verilen seri iraksaktir.
;L sin* 2k 1 _ 1
(d) Vk € N icin Tty S e = RO k—+2 olduguna gore,
Vn € N icin

. ,
O = ; C f?)(ii 5) = ;(%ﬂ - %m)
- G-3rG-D ()

1
2 n+2 2

oldugu elde edilir. (.S,) dizisi artan ve iistten sinirh oldugundan yakinsak,

dolayisiyla, verilen seri de yakinsaktir. ¢
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(7) Terimleri negatif olmayan > a, (A)serisi yakinsakise > /0,11 (A)
n=1

n=1
serisi de yakinsaktir. Gosteriniz. Bunun karsitida dogrumudur? (a,,)

monoton ise karsit1 icin ne dersiniz?

Coziim: (A) serisinin kismi toplamlar dizisi (S,,) olsun (yani, S,, =

a; + as + -+ + a,, n € Nolsun). (A) yakinsak oldugundan, Vn € N

icin S,, < S olacak sekilde bir S > 0 sayist vardir. > \/ana,+1  (A4')
n=1

n

serisinin 7. kismi toplami S, = > \/agary; olsun. Vk = 1,2,--- ' n
k=1

PO 1 ~ .

icin \/arar+1 < 5(ar + agy1) olduguna gore,

n

1 1
S < B Z(ak + ag1) = §(Sn + Spi1 —ap) <
k=1

(28 — al)

DN | —

oldugu elde edilir. Pozitif terimli (A’) serisinin (5’,) kismi toplamlar

dizisi tistten sinirli oldugundan, Teorem 8.2.2 geregince yakinsaktir.

Bu 6nermenin karsiti genellikle dogru degildir. Ornegin, terimleri

L =2k ise

{0, n =2k — 1 ise,
Ap —
L

seklinde tanimlanan (a,) dizisi icin (A’) serisi yakimsak (ciinkii Vn €

N icin /ana,11 = 0 dir) fakat (A) serisi waksaktir (ciinkd, > a, =

n=1

Za%:1+%+...+%+--- raksaktir).
k=1

(a,,) monoton azalan (artan) bir dizi, yani Vn € Nicin a,, > a,41 (@, <
anJrl)

1
An41 S AnAn41 S 5((1” + an—i—l) S (7%

1
(an S vV anan—i—l S 5((1” + an—i—l) S CLn—&—l)

olacagindan Teorem 8.2.4 geregince (A) ve (A’) serilerinin karakterleri

aynidir. ©
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(8)

Vn € Nicin a, > 0, a, > a,.1 ve >, a, (A) serisi yakinsak olsun.
n=1

lim na, = 0 oldugunu gosteriniz.

Coziim: (A) yakinsak olduguna gore, Cauchy kriteri geregince Ve > 0

icin In. € N oyleki Vn > n. ve Vp € N icin

3
O<Cln+1+"'+@n+p<§

olur. (a,) monoton azalan bir dizi olduguna gore buradan pa, ., < 5
oldugu elde edilir. Buna gore, Vn > n. icin p =n ve p = n + 1 dersek
sirastyla 2nasg, < € ve (2n + 1)ag,+1 < € bulunur. Demek ki, Vn > 2n,

icin na, < € ve dolayisiyla, lim na, = 0 oldugu anlasilir. ¢
n—oo

n
Z a, pozitif tamml serisi yakmsak ve S, = > ax, n € N olsun.

OO
Z 5u serisinin raksak oldugunu gosteriniz.

Coziim: ) % serisinin n. kismi toplami S’ = 2+ + 22 4 ... 4 %
n=1
olsun. Vn € N icin §,, > S; oldugundan
Sl Sl Sl <

1 1
g >yt “L-si1 )
> TSt (15t

ve lim (1 + % + o+ %) = 400 olduguna gore, lim S’, = 400 olur.

n—o0

[ee]
Demek ki, > 5= serisi waksaktur.

n=1
[ee) o0
> a, pozitif tanimh serisi yakimsak olsun. R, = > a; olmak lizere
1 k=n+1

8ﬁ

Z \/_ serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz. ¢
Cozum. Vn € N icin

0 <

AN
3
oy
i

|
5
I

(8.15)
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yazilabilir.

> (vRn—1 — VR,) serisinin n. kismi toplami

S = Z\/Rk = V)

_ (\/1?0 VR + (VR — VRy) + -+ (v/Ru1i — VRn)
WAV

dir. ) a, yakinsaktir [Sonuc 8.2.4 den] = lim R, =0

n=1 n—oo

= lim S,n =+vR— lim vR, = VR = hrn (\/Rn—l — Rn>
vakimsaktir | (8.15) e gore Teorem 8.2.4 ten] Z yakinsaktir. ¢
1V n 1
ngl a,, pozitif tanimh serisi iraksak ve .S,, = ’;1 ar, n € N olsun. P g—z
serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
Cozim: Vn € Nve Vp € N icin
An41 + An4-2 4t Ap4p Z An41 + Ant2 + -+ An+p
Sn+1 Sn+2 Sn+p Sn-l—p
Snip— Sn ] Sh
Shtp Shtp
yazabiliriz. > a, waksak oldugundan, lim S,, = 4oco olur. Son
esitsizlikte n’ i sabit tutarak p — oo iken limite gecersek
n n ) 1
lim<a+1—|—~~+u)21—5nhm =1
p—00 Sn+1 Sn+p P30 On4p

o
oldugu elde edilir. Buradan Cauchy kriteri geregince Z S+ serisinin
iraksak oldugu anlasilir. ¢ -
oo
Terimleri negatif olmayan | a, serisi yakinsak olsun. Her € > 0 sayis1
n=1

oo
icin Y a,'** serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1
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Coziim: > a, ve Y a,' " serilerinin n. kismi toplamlan sirasiyla S,
ve §', olsun. > a, yakmsaktir = Vn € N icin 0 < S, < S olacak

sekilde S > 0 sayis1 vardir. O zaman,

S/n — all-i-s + a21+£ R an1+a

- { (ay +ag+ -+ ap)t™e, e > 0 sayisi tam ise,

(ay 4+ ag + -+ +a,)? Il e >0 says1 tam degilse

Slte, e > 0 sayis1 tam ise,
Sl e > 0 sayis1 tam degilse

oldugu, dolayisiyla, (5’,) dizisinin tstten simrli oldugu elde edilir. De-
mek ki, Ve > 0 icin Y a,'** serisi yakinsaktir. o

n=1
Uyar: 8.6.1 Problem (12) deki onermemn tersi genelhkle dogru degildir.
Ornegin, a, = L n e N dizsi icin Z a,? = Z yakinsak Z a, =

n=1 n=1
0o
>

n=1

serist ise wraksaktar.

3=

(13) Terimleri negatif olmayan (a,) dizisi verilmis olsun. Z a, (A) serisi

yakinsak oldugunda asagidaki serilerinde yakinsak olacaklarml gosteriniz.

0 0
(a) ! I—T-Zn , (b) 1 1-1?;:(1,1 ’
n= n—=
0 0
(C) Z max{&na Api1, an+2} ) (d) Z min{ana Ap1s " 7a2n71} ;
n=1 n=1
0 0
(e) Zl an+an+1:..+a2n_1 : (f) Zl {Van-an—i-l e lop_1 )
n= n—

olduguna

gore, Teorem 8.2.4 geregince (a) ve (b) serllerl yakmsaktlr.

(c) ¥n € Nicin max{a,, @ni1, anio} < @y + api1 + appe oldugu aciktir.
(A) serisi yakimsak oldugundan, bu serinin (5,,) kismi toplamlar dizisi
tistten smirhdir, yani Vn € N icin S, < S olacak sekilde S > 0 sayisi
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]

vardir. Y max{a,, ani1,0ni2}  (A’) serisinin n. kismi toplami S’
n=1

olsun. Vn € N icin

n n
!
Sy = E max{ay, Qpq1, Gpra} < E (ak + arg1 + ags2)
k=1 k=1
= Sy + Spp1—ay + Spg2 — a1 — ay

S Sn + Sn+1 + Sn+2 S SS

olduguna gore, (5’,) dizisi istten simirhdir. Demek ki, (A’) serisi
yakisaktir (Teorem 8.2.2 den).

(d) Vn € N icin min{an, ani1,- -+ ,a2,-1} < a, oldugundan Teorem
[ee]

8.2.4 geregince > min{a,, ayi1, -+ , a2, 1} serisi yakinsaktir.
n=1

S8 — —
e) Vn € N icin ntonpittaont  (A) gerisinin n. kismi toplami S,
. £ p

n=1
olsun. Vn € N icin
— as +a az+ag +a Ap + Qpyq + -+ -+ Qop—
Sp = a2t - fonl
2 3 n
- + 1+ (1—1—1)—1— (1+1)
a ao— + as| =+ = as| =+ =
< w 25 3\37 3 1173
+ + (1—1— L + + L >—|— +
PR CI/ —_— —_— PR —_— PR
"\p p—-1 [5] +1
+ < L + L + +1>
@n-1\9, "1 on =2 n
2n—1
< Zam:S2n—1§S
m=1

yazilabilir. (.S,,) dizisi iistten sinirh olduguna gére, (A) serisi yakinsaktir
(Teorem 8.2.2 den).
(f) Vn € N icin

Ap + Qpiq + -+ Gop
n

\n/an-an—i-l crrdop—1 S

ve (e) ye gore (A) serisi yakinsak oldugundan, dolayr Teorem 8.2.4

[ee]
geregince Y /Gy .Gy - - - Ggn—y serisi yakinsaktir. o
n=1
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(14) Terimleri negatif olmayan (b,) dizisi icin > b, (B) serisi raksak

n=1
oldugunda
(a) Zl 1.?_713n (B,) ; (b) ~ maX{bna anrla e 7627171} (F)

serilerinin de 1raksak olduklarim gosteriniz.

Coziim: (a) 1_’;’;71 = 1 — 35 oldugundan, (B') serisinin yakinsak
olmast icin lim b, = 0 olmas1 gereklidir. Bu durumda, n — 400 iken
1i%n ~ b, olduguna gore, (B) nin raksak olmasi halinde (B’) serisi de
iraksaktir.

(b) Vn € Nicin max{b,,bpy1,- -+ ,bou_1} > b, olduguna gore, Teorem

8.2.4 geregince (B) serisi raksaktir. o

(15)
_— 0, n #2Fise,
" 2%, n = 2F ise
k € Nolsun. Y b, (B)serisinin yakinsak, > max{b,,b,1, - ,bon_1} (B)
=1 n=1

n—=
serisinin de 1raksak oldugunu gosteriniz.

Coziim: keN, 28 +1<n <2M!ise

okl L1 <oapm—1<2M?2 1

olduguna gore, max{b,, b,i1,- -+ ,ban_1} = Qk% bulunur. Buna gore,
Vk € N icin
2k+1
2k 1
Z maX{bnybn—i—h T aan—l} = W = 5
n=2k41

oldugu elde edilir. Buradan da (B) serisinin raksak oldugu anlasilir

(Cauchy kriterinden). ©

(16) > a, ve Y. b, serileri yakinsak ise

n=1 n=1
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(a) nijl |anbn| 5 (D) 21(% +0,)%; (c) 21“_”

serilerininde yakinsak olduklarini gosteriniz.
Coziim: Vn € Nicin |a,b,| < 3 (anz—i—b %), (an+bn)* < 2(a Zn—f—bQ ) ve

|a"‘ < 1(a?,+ ) oldugu aciktur. Z — ve Problem (12) ye gére Z a’y,
n=1 n=1

ve Z b%, serileri yakimsak oldugundan, Z (a®, +b%,) ve Y (a?, + )
n=1 n=1 n=1

serileride yakmsaktlrlar (Teorem 8.1.11 dan) Buna gore, Teorem 8.2.4

geregince Z | @byl Z(an + b,)? ve Z lon] serileri yakimsaktirlar. o

n=1 n=1

(a) > a, (A)yakisak ve > b, (B) raksak,
n=1 n=1
(b) (A) ve (B) serileri raksak
olduklar1 durumlarda ) (a,+b,) (C) serisinin karakterini inceleyiniz.
n=1

Coziim: (a) durumunda (C') serisi wraksaktir. Gercekten, (C') serisi
yakinsak oldugunda b, = (a, + b,) — a, esitliginden Teorem 8.1.11

geregince (B) serisi yakinsak olacaktir.

(b) @, =1+2, bn:%,nENlcm( ) (B) ve > (an,+b,) = > (1+
n=1 n=1

2) serileri wraksaktirlar. an = (=)™ = (—-1)", n € Nicin (A) ve

(B) serileri waksak fakat Z (a, +b ) Z 0 = 0 serisi yakinsaktr.

n=1 n=1
Demek ki, (b) durumunda (C') serisinin yakimsaklig: iizerine kesin bir

sey sOoylenemez. ©

Karsilastirma testlerinden yararlanarak genel terimleri asagidaki sekilde

verilen serilerin karakterini inceleyiniz.

2
(a) an="5 (b) @ = Jirges |

©) =G () e, = gl
__ Inn+sinn . _ n+2
(e) an= mlv () an = sy
arcsin 5(y/24sin
(g) an= n\/T—:) ; (b)) a,= (2:—+n\ﬂ
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n4l
Coziim: (a) b, =%, n € N olmak lizere lim % = lim =+~ =1 ve

n—oo " n—oo n

> b, =Y+ serisi waksak oldugundan, _ a, serisi waksaktur.
(b) b, =2, neN olmak iizere
an 2n2—|—5n+1 2+ 54+ 4

lim — = lim = lim —2 " =2

n—oo b, n—oo /b + 3n2 4+ n—oo /4 + ‘I’

ve Y + serisi iraksak oldugundan, " a, serisi waksaktur.

(c) ¥n € Nicin 2 < 5 + 3.(=1)"! < 8 olduguna gore, 0 < a, =
5+3(2—n1)n1 < £ ove Z 7w serisi yakinsak oldugundan, ) a, serisi

— n=1
yakinsaktir.

(d) b, =2, neN olmak iizere

ap ncos( ) cos( 1
lim — = lim

n—00 b n—00 15/ Ind — - n%oo 5 /2 -

(e}

ve > L serisi raksak oldugundan, Z a, serisi wraksaktir.
n=1 n=1

b,

(e)

n2 , n=2,3,--- olmak iizere

lim 2 = lim n*(Inn + sinn) = lim Ehain T =1

n—oo b, n—00 (n2 +21In n) Inn n—oo | 4 2171—2

ve 2 serisi yakinsak olduguna gore, (Cauchy integral testinden)

n=1
> a, serisi yakinsaktir.
n=1
(f) Vn € Nicin 1 <44 3sin(%*) < 7 olduguna gore, %”H—JSZ <a, < ”n—JEQ

o) o
ve Z 2 — (l + l) serisi 1raksak olduguna gore, > a, serisi

n n?

n=1 n=1
1raksakt1r
(g) by, = é, n =€ N olmak tizere
(n+1)4/In(n+1)
. (0% . n -+ 1 o= 1 . m
lim — = lim arcsin —arcsinl = =

n—0o0 Op n—oo n n
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1
h) VnENicin0<an:2n‘[;f‘2f<( +\/_)nvez nserisi

yakinsak olduguna gore (D’alembert testinden) Z a, serisi yakinsak-
n=1
tir. ¢

(nPa,)— Testi yardimiyla genel terimleri asagida verilen serilerin karak-
terini inceleyiniz.

b) a,=1-cos* ;

; (
(c) ay —1n(1+ nén) ; (d) a,= %arctanﬁ :
(e) ap = (6% - 1) sin \/n;ﬁ ; (f) a, = sin ns%:l;;i,rg, ;
(Y1) In(1+sin(L))
(g) an =€ 43 —1 ) (h) an = n+ln27? )
(i)  a, = logyn (1 + %3) : G)  an= —% v2n—1 ,

o0
Cozim: (a) a, = L = lim na, = 3 = Z

n (2+l)(2+§) n—oo

n

2n+1 )(2n+3)
wraksaktir.

(b) t—0iken cost =1— L + o(t?) olduguna gore,

2 1 /2m\2 1
a, =1—cos— = —<—) —|—0<—>
n 2\ n n?
2
= i N=2= E (1 - —)
nirglon a 2 cos -
yakinsaktir.

(¢) t—0ikenIn(l+1t)=1t-— % + % + o(t?) olduguna gore,

=1 o) = g ()
N 11mn3an—1:>Zln(

n—oo

)

n=1
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yakinsaktir.
(d) t— 0 iken arctant =t — % + o(t?) olduguna gore,

1 1 1 1
NETETEIVAS
“ narc an 2y/n 2n\/ﬁ+0 4n?

I 1

. 3

= lim n2an—§:> Elgarctan
n—

1
2\/n

n—oo

yakinsaktir.
(e) t—0iken e’ =141t+ +o(t) vesint =t + o(t) olduguna gore,

a, = (e

yakinsaktir.
(f) t— 0iken sint =t + o(t) olduguna gore,

. 2n +1 2n+1 . 2n +1
a, =Sin ——— = —+o<sm—>
n3+5n+3 n3+5n+ 3 n3+5n+3
- 2n +1
= 1 20, =2 = n————
an e ;Slnn3+5n+3
yakinsaktir.

(g) t— 0iken e’ =1+t+ +o(t) olduguna gore,

(¥m+1) 3 1 3 1
. on + +0<\/ﬁ+ )

n?+3 n?+3
[e'e) .
(¥Yn+1)
5
= lim n3a, =1= (e (n2+3) — 1>
n—oo n Z
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yakinsaktir.

() o = i (1 sin (1)) = s (sin () +o(sin (1))

(o) o)
n+1Inn\n n2 n+1In*n\n n2

1 n 1 (1)
n(n+1In’n) n+In’n" \n

. 2 . n . n2 1
= lim n®a, = lim 5— + lim 5—.0— =1
n—00 n—oon + In“n n—oon +In“n n
> In(1 + sin(%
L 3o la )
~ n+In"n
yakinsaktir.

(i) a, =loggm <1 + %?:) = man 1n<1 + %?:)

nln2 In2 n? n?
1 - V3
fim an = g = 2 logn (14
yakinsaktir.
() . = n+l—/n—1 __ 2
J n = n+2 T Vnt2(Vntltyn-1)

. . 2

= lim na, = lim =1
AR RRAE)
- I1—vn—1

- S
— n+2

wraksaktir. ¢

(20) D’alembert oran testinden yararlanarak asagida genel terimi verilen

serilerin karakterlerini inceleyiniz.
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(a) an= Gy s (b) @, =2

(c) an= n"can ZheT (d) a,= ;ﬁ% 2,

(e) ap = (nn)z ; (f> ap = (;n))u )
1.3.5.-(2n—1 2.5-(3n42

(2) an:$; (h) an:ﬁ§

. . n . n)!

(1) an = 3(6 +(13)1) arcsin an ; (J) Ap = (n(!:;SiBn .

e e . an . 2n)!1(2n+1 : n
Cozitm: (a) lim 2 = lim GEANERS = lin Grlit—; = 0 < 1
olduguna gore, bu seri yakinsaktir.

(0 Jim 52 = lim, G = lim, 6 m e = > 1

olduguna gore, bu seri 1raksakt1r

(¢) lim 2 = lim wtl W0 gy [t — 0 iken tant ~ ¢ oldugundan]

n—oo 9n n—oo tan2 +1
1 552 11 1
S T i T L |
olduguna gore, bu seri yakinsaktir.
(d)  lim = = lim % = lim ﬁ 1 <1 olduguna gore,
bu seri yakinsaktir. ,
(e) nh_)IIC}O o = 7}1_{210 % = 7}1—{20 (32n+)1 [L’Hospital kuralindan]
2 1 2
= limﬁz lim ———=0<1

n—oo 2.327+1 03  nsoo 4.32n+11p% 3

olduguna gore, bu seri yakinsaktir.

. an . n-+1)!
(0 Jim = = lim GRS = lim G5 = oo > 1
olduguna gore, bu seri raksaktir.

: 1.3.5--(2n—1)(2n+1)3"n!
(&) lim 3 (I3 (2n—1)

olduguna gore, bu seri yakinsaktir.

(h) ,}Lngo = JHEO : 52"3317:—?-)2()%;;5)(2371(151) = lim 2?212) =5>1
olduguna gore, bu seri raksaktir.

(1) lim %% = iy 26-GnGns) arcsin iy (1)1

3.6--~(3n) arcsin 2% (n+2)!

ant1 i 204l 2
= nh_)nolo 3D 3 < 1

= lim
n—oo

n—oo

n—oo n n—oo

[t — 0 iken arcsint ~ t oldugundan]
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olduguna gore, bu seri raksaktir.

. . an 3n+3 343n
(J) nhjgo a;lH = nllngo [(7(l+1—;—|]24(3n)+3(3n)|

= lim

(3n+1)(3n +2)(3n + 3) 3\3
n—o0 (n + 1)343 - <_) < !

4

olduguna gore, bu seri yakinsaktir. ¢

(21) Cauchy kok testinden yararlanarak asagida genel terimi verilen serilerin

karakterlerini inceleyiniz.

nt2\"
@) o= nz2 ) a=(EE)"
(c) an:3”+1<ﬁ§> : (d) a,= <arcsin%) :
_ ' VA=) | £ _ nntl )
() an an ’ () an= (3n242n+1) "5
(8) an= s @ eR.
Coziim: (a) lim {/a, = lim $~ = 0 < 1 olduguna gore, bu seri
yakinsaktir.
vn vn
9 .
(b) nhm a, = hm <§j:3> = nh_)nolo(l — ﬁ)
_ 1 \—(VA+d) -4
o[- T
~ lim Y
- e n—oo Vn+3 —_ < 1
e

olduguna gore, bu seri yakinsaktir.

(©) Tim = lim 315 (222)" =3 Tim (1-715)" = 3770 —
% > 1 olduguna gore, bu seri raksaktir.

(d) lim {/a, = lim arcsin: = arcsin0 = 0 < 1 olduguna gore, bu

n—oo n—0o0

seri yakinsaktir.

4 n
(e) a, = w olduguna gore,

1 1
lim %/ag, = v+ m (2k)2 \/5 i

k—oo kﬂoo 4

?s-"b
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ve

b—1 5—1
khm 2k-1 agk—1 = \/_ khm (Zk — 1)#4_1 = \/—4

oldugu elde edilir. Buna gore, lim /a,, = ‘[H < 1 yazilabilir. Demek
ki, bu seri yakinsaktir.

(f) lim {/a, = lim &

n—00 n—0o0 (3n2+2n+1) 2n_ n—oo nl*n

1+1

1 ! ! <1

= m n = =
@44 V3

olduguna gore, bu seri yakinsaktir.

(g) lim {/a, = lim —2— = 0 < 1 olduguna gore, bu seri her

n—00 n—oo 4/In(n+1)
a € R icin yakinsaktir. ¢

(22) Raabe veya Gauss testlerinden yararlanarak asagida genel terimi ver-

ilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) an=(2-Va)2—a)---(2— /@) ,a>0;

(b) an =25 () an = Grvme +\F (2 +m)
(@) a, = ol (¢) an (@gn;, )
_ (n+1)!
) = m’ﬁ >0
Coziim: (a) = WE ve n — oo iken
Ina Ina 1 Ina 1
< = e e ) ()
va ‘ T n+1 +2(n+1)2+0 (n+1)2
Ina O,
= 1+—+—, [0, <c
noon
olduguna gore,
a, 1 Ina é; o~
— =1+—+—, |0, <d
(i1 1—11‘7“—% +n+n2 [

yazilabilir. Buradan Ina > 1 (veya a > e) icin bu seri yakinsak, Ina < 1

(veya 0 < a < e) icin de raksaktir (Gauss Teoreminden).
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(b) n — oo iken

ap  nle"(n 1)t ] (1 1)n+p
Uns1  nP(n 4 1lentl e n
= ée(”+1’) ln(1+%) = eilJr(ner)(Eier o(5z 7)) = el’;% +O(%)
1
-1
S At 0(—)
n n

olduguna gore,

" 1
limn(a —1>:p——
n—oo An+1 2
elde edilir. Raabe Testi geregince bu seri p > % icin yakinsak, p < %

icin de raksaktir.

(c) -t = Vn! (2+V1)(24+y/n) (2+vn+])
ant1  (24V1)(24V2)-(24+V/n) V(n+1)!

2-|—\/n+1_1+ 2
vn+1 N vn+1

. a
= lim n( L

n—00 Ap41

2
—1): lim ——— = 400 > 1
n=oo \/n+ 1

olduguna gore, Raabe Testi geregince bu seri yakinsaktir.

(d) p= —n, n € NU{0} oldugunda verilen serinin yakinsak oldugu
aciktir. p # —n, n € NU {0} olsun. Bu durumda, n — oo iken

R R
= (- o)) (1 T (YY)
I b Bt p+1+ <)

. a
= lim n<

n—oo an+1

—1>:q—p+1

olur. Buna gore, Raabe Testi geregince verilen seri ¢ > p icin yakinsak,
q < p icin de raksaktir.
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(23)

(e) n — oo iken

o= () ()
= (gl o)) ()
- 1+2np+1+ ro() =1+ (5ra), ()
= Jmn( - 1) =5

elde edilir. Raabe Testi geregince verilen seri £ + ¢ > 1 icin yakinsak,
P+ ¢ < 1icin de raksaktr.

(f) n — oo iken

an (n+1)! BB+1)--(B+n)(B+n+1)(n+1)*

anpr BB+ w+nm@ (n+2)!

- S () = R (o)
= (5 o)) (1 S rel)

-1 1
S
n
olduguna gore,
lim n( ¢ —1) =a+p/-1
n—00 An41

olur. Raabe Testi geregince buradan verilen serinin o + # > 2 icin

yakinsak, a + 3 < 2 icin de 1raksak oldugu anlasilir. ©

[e.e] 1

Logaritmik Test: Z a,, pozitif terimli bir seri ve lim lTnf = L olsun.

n—oo

Bu seri L <1 ise 1raksak L > 1 ise yakinsaktir. Gosteriniz.

1

Coziim: (a) L <1 olsun. lim lif = L ise In. € N oyleki, Vn > n.

n—oo

icin

lnaL 1 1 1
— 2 <l=ah—<hn=—<n=a, > —
lnn an an n



1014 Coziimlii Problemler

[e.e]
olur. Karsilastirma testinden ) a, raksaktir.
n=1

(b) L > 1olsun. 1 < ¢y < L olacak sekilde bir ¢y sayist secelim.

. It . .. . -
lim Tn“; > {y ise dn’. € N oyleki, Vn > n/, icin

n—oo

In - 1 1 1
n > fy=>In—>hn"= = >np=q, < —
Inn an, an, nto
olur. ¢y > 1 icin Z yakmsak oldugundan Karsilastirma testinden

> a, yakmsaktir = > a, yakisaktir. ¢

n=n'. n=1

(24) Logaritmik testinden yararlanarak asagidaki serilerin karakterini ince-

leyiniz.

o0 o0

(@) 3w o (0) X gy -

n—=

s es . lnﬁ ln Inn Inn .
Coziim:  (a) 7}1_{210 Con = nh_m% = Jirgloln(ln(lnn)) =
+o0 > 1 oldqguna gore, verilen seri yakinsaktir.
In =
(b) lim 4% = lim W = 0 < 1 olduguna gore, verilen seri

wraksaktir. ¢

(25) Cauchy integral testinden faydalanarak asagidaki serilerin karakterini

inceleyiniz.
(a) 22 @ ) (b) z (Inn)P ln(lnn))q

Coziim: (a) f(z) = - fonksiyonu [2, +00) arahgimda pozitif ve
Vo € [2,+00) icin f'(x) < 0 oldugundan, azalan olduguna gore, Cauchy
integral testinden yararlanabiliriz.

400 A

/ dx . dx
= im
z1n? x A—too | zlnfx

2 2

In'"P A-Inl~-P2 :
— tim = , p # 1 ise,
A—+o0

In(ln A) —In(In2), p=11ise
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(26)

Int—?2 :
_ 1 P> 1 ise,
400, p<1ise
bulunur. Demek ki, verilen seri p > 1 icin yakinsak p < 1 icin de
iraksaktir.

(b) (a) da oldugu gibi Cauchy integral testini kullanabiliriz.

+00 d 400 dt
T
I = Inx =t dersek| = —
/:Ulnpx(ln(lnx))q’ lne ersek /tp In“t
3 In3

integralini goz ontine alalim.

p = 1 olsun. Bu durumda, (a) dan [ integrali ¢ > 1 icin yakinsak
q < 1icin wraksaktir. Demek ki, verilen seri p = 1, ¢ > 1 icin yakinsak,
p=1, ¢ <1 icin raksaktir.

p > 1olsun. Vy € R ve Ve > 0 icin lim 2 = 0 olduguna gore, p >

t—+o00 L
a > 1 olmak tizere yeteri kadar biiytik ¢ ler icin

1
tPIn9t

1 1. .
< .= yazabiliriz.
p < 1 olsun. Benzer sekilde, p < a < 1 olmak tizere yeteri kadar
biiytik ¢ ler icin m > tia yazabiliriz. Has olmayan integraller icin
karsilastirma testinden [ integralinin p < 1 icin yakinsak ve p > 1
icin raksak oldugunu elde ederiz. Cauchy integral testi geregince bu

sOylenenlerin verilen seri icin de gecerli oldugu elde edilir. ©

Teorem 8.2.22 i ispatlayiniz.

Coéziim: S, = > ap, n € Nvet, = > 2%ay, m >0 olsun. n < 2™
k=1 k=0
icin
Sn S a; + (CLQ -+ a3) + e 4 (a27n 4+ 4 CL2m+1,1>
S a1—|—2a2+---+2ma2m :tm

olur. Ote yandan, n > 2™ icin

Sn Z a1+a2+(a3+a4)—i—--~—i—(a2m71+1+-~-—i—a2m)
1 1
Z —aq +CL2 —|—2CL4 —+ .. —|—2m_1a2m = §tm

2
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(27)

(28)
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yazilabilir. n < 2™ icin S, < t,, ve n > 2™ icin S,, > %tm olduguna
gore, (S,) ve (t,,) dizileri aymi zamanda siirh veya ayni zamanda
siirsizdir.  Dolayisiyla, bu dizilerin karakteri aynidir, yani bu dizil-
erden biri yakinsak (iraksak) ise digeri de yakinsaktir (iraksaktir). o

n

(o]
> a, pozitif terimli serisi wraksak ve S, = > ax, n € Nolsun. Vo > 0
n=1 k=1

oo
icin ) <1%; serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1

Coziim: F(z) = [-#; = —1-L 2 > 0 fonksiyonu icin ortalama

)

deger teoremi geregince S, € (S,_1,5,) olmak iizere

F(Sn) - F(Sn—l) = F/(S_n)(sn - Sn—l)

1(1 1>_an
o \ g0 So _W

n—1 n

veya

yazabiliriz. Buradan, Vn € N icin

an - an 1( 1)
Sie T ST o\ST, S

n+1
oldugu elde edilir. ¢, = > ( = — %) ,n € N olsun. (t,) dizisi artan
k=2 k—1 k

ve iistten siirh oldugundan, (Vn € Nicin ¢, = & — o+ < & = &
’ : 57 S 57 a1

[e.e]

dir) > ( o — S%,) serisi yakinsaktir. O halde, karsilastirma testinden
k=1 k—1 k

o0
5ite serisi yakisaktir. o

n=1

1— % + 2 — % + - -+ serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve toplamini
bulunuz.

Cozum: b, = 27;1'1

0,1,--- dir. (b,) dizisi n > [ %222 ] + 1 icin azalan ve lim b, = 0

olmak tizere serinin genel terimi a,, = (—1)"b,, n =

olduguna gore Leibnitz testinden verilen seri yakinsaktir. o
1 1 1 (=)™ 2 (—1)n+t

DN R T _:_<1__>

2 + 4 8 et 2n 3 ontl )7
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11 1 (=™ 47 1 (=1
@ _ofi Z_L,. . _E(2
Wn=2zrg-grot o) m3l )

O f((—l)n_l B (—1)%1)’ fntn) 2(—1)n

n 3 on—1 on+1 on
olmak tlizere
3 5 7 2n +1
S, = 1l—=—+———+--- 1"
2 * 4 8 + + ( ) AL
— M + +(2) R () + t(n+1)n
B 2+4< 1+1 +( 1)”_1>
3 3\ 2 4 on—1
2(=)™" A(n—1D(=1)"*! (="
- g 2n+1 o § 2n+1 + omn

yazilabilir. Buradan, (S,) dizisinin yakmsak ve lim S, = 2 oldugu

n—0o0

elde edilir. Demek ki, verilen seri yakinsak ve toplami % dur. ¢

(29) Yakinsak Z \F serisinin terimlerinin yerini oyle degistiriniz ki, elde

edilen seri 1raksak olsun.
PN LI 11 4,01, 1 1 .
Coziim: (1+f+f ﬂ)*(ﬁﬂ@*m \/1>+ +
1

1 1 1
+ + + - T
(\/671—5 Von—3  y6n—1 \/2n>

- 1 1 1
:Z<\/6n—5 Von—3 Von-1 2n> Za"

serisini gbz ontine alalim. Bu serinin iraksak oldugunu gorehm. Vn € N
s 1 1 1 2 1 ~ . 1
el oot o~ oI v 0 olduguna gore, a,, > Tos

1 1
V6n—>5 > V6y/n

1. St 1 .« . ~
yazilabilir. nZ::l Ton=s serisi raksak oldugundan, ( ve

[ee]
> \/Lﬁ wraksaktir) karsilastirma testinden ) a,, serisi iraksaktir. ¢
n=1
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(30) Asagida verilen serilerin karakterini inceleyiniz.

2

(_1)n sin“n :

n

sin(myv/n? + k?) .

100

(a) Zln sin%F ;- (b)

(©) zﬂ(”"m; (@)

NgENANGE:

i
L

Coziim: (a) V> e'%icin (z7'In'"z) <0 ve

lim 27 In'" 2 = 100 lim ' In* 2 = --- = (100!) lim ' =0
olduguna gore, (n~' In'* n) dizisi (n > [e'°]+1) azalan ve lim (n~'In'"n) =

n—oo

0 dir. Ote yandan, Vn € N icin

‘isink—ﬁ‘ = <sinz>_1
- 41 8

oldugundan, Dirichlet testinden verilen seri yakinsaktir.

(b) a, = % ve b, = (_l)n+52", n € N olsun. Leibnitz testinden

.nm . n+1 ‘<( 7r>—1
sin — sin T sin —
8 8 8

[o.9]
> a, serisi ve Dirichlet testinden > b, serisi yakinsak oldugundan,

n=1 n=1
(Ciinkii, ( > monoton ve lim £ = 0veVn € Nicin Z(—l)kcos 2k| <
H(L“ dir) 1 > (a, —by) = Z (—1 )”Sm 2 serisi de yakisaktir.

n=1 n=1

(¢c) ¥Yn=23,--- icin
(="
N ENET

ve Z(—l)”n—\/_ﬁ1 serisi yakinsak (Leibnitz testinden) ve Zgﬁ serisi

nVn— (="

n—1

- (-1)

n=2
iraksak olduguna gore, verilen seri de raksaktir.
(d) b, = %’;M, n € N olmak tzere a, = sin(mvn?+k?) =

(—1)"sin(mvn? + k2 —nm) = (—1)"b, oldugu aciktir. (b,) dizisi mono-

ton (VYn > ng icin) azalan ve lim b, = 0 olduguna gore Leibnitz testin-
n—oo
oo

den Y a, serisi yakinsaktir. ©

n=1



Sayisal Seriler 1019

(31) Asagida verilen serilerin kosullu yakinsak ya da mutlak yakinsak olup

olmadiklarini arastiriniz.

- 1" x _1)m
(a) _2ln(1+ S0 p 200 () > b
(c) ansfsf%; d) -2+ -Lt+5-Z+;

R R L 2L b L
Coziim: (a) p = 0 icin verilen serinin wraksak oldugu aciktir. p > 0

olsun. Maclaurin formiilii (Peano kalan terimli) geregince n — +o0

1n<1+ (—1)”> _ eyt +0< ! )

np np 2n2p n2p

iken

(="
npbP

ve b, = = + 0( ! ), n € N olsun. Leibnitz

yazabiliriz. Ay = 2P oy
- 1

testinden p > 0 icin ) a,, serisi ve karsilastirma testinden p > 5 icin
n=1

o0

> b, serisi yakinsak oldugundan, verilen seri p > % icin yakinsaktir.
n=1

p > 0 icin

2

npbP

s <[m(1+555)
esitsizliginden karsilastirma testi geregince verilen seri p > 1 icin mutlak
yakinsaktir. Demek ki, verilen seri % < p < 1icin kosullu ve p > 1 icin
mutlak yakinsaktir.

(b) p < 0 icin verilen seri waksaktir (Ciinkii, genel teriminin limiti
yoktur). p > 0 olsun. Peano kalan terimli Maclaurin formiiliine gore

n — 400 iken

A S

(n+(=1)") n
—1 n+1 1
— (1T ()
n n
=Dy ( 1 )
o np npt+i np+1
yazilabilir. (;Llp)n ve Y (n;zﬂ-l +0<#)> serileri p > 0 icin yakinsaktirlar
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(birinci seri Leibnitz testinden, ikinci seri ise karsilastirma testinden).

O halde, verilen seri p > 0 icin yakinsaktir.
Vn =23, icin

1 - 1 - 1
(n+1P  (n+ (="  (n—1)p

o0
oldugu ve 21 n—lp serisi p > 1 icin yakinsak olduguna gore, karsilastirma
n—=
testinden verilen seri p > 1 icin mutlak yakinsaktir.
Demek ki, verilen seri 0 < p < 1 icin kosullu ve p > 1 icin mutlak
yakinsaktir.
(¢) p < 0 icin verilen seri wraksaktir (Ciinki, genel teriminin limiti

sifir degildir). p > 0 olsun. (b) ye benzer olarak

3 nm
. nm .onm_ .. nm SIn — \ —P
sin — (n? +sin — )~ = npsm—<1+ 4)
4 4 np
: nm 3 nm
sin = sin =F 1
= (1t ()
np np np
sin 2% sin? nr 1
_ 4 4
= —p—t to(—
np n2r n2r
yazilabilir.
1 1 = k
. B R .
<ﬁ) azalan, nlLH010 = = 0 ve (k; sin T) dizisi simirli oldugundan,

oo inT
Dirichlet testinden ) SH;—I,T serisi yakinsaktir. Karsilastirma testinden
n=1

X, ([ sin2 27 1
Z( pere +0<n7p>> ve

n=1

o0 [e.9]

iSiDQ% 12 1 12COS%
n 2 n» 2 n2p
n=1

n

0 s
serilerinin karakteri aynidir. p > 0 oldugundan, ) CO;;’ serisi yakinsaktir

n=1
oS

(Dirichlet testi geregince). Y. — serisi p > 3 icin yakinsak oldugundan,
n=1
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sin 2%

o0 o0 ™
(p < % icin ) n%p raksak olduguna gore ) —i- serisi de raksaktir)
n=1 n=1

2 nm

o0 .
sin 1
Z np

nm
L serisi p > = icin yakisaktir. Demek ki, verilen seri p > %
n=1

2
icin yakinsaktir.

Verilen seriyi mutlak yakinsak yapan p degerlerini bulalim.

: nm : nim : nm
sin 7 sin 7 1 2| sin 7}
< . <
p P . — p
2n n ‘1 +n~Psin °F n
ve )
1 COS% sin % . onT -~
— — <nPlsin—| <n7?P
2np 2np np 4

esitsizliklerinden ve karsilastirma testinden su sonuca variriz.

Verilen seri, p > 1 icin mutlak yakinsak, % < p < 1 icin de kosullu
yakinsaktir.

(d) p < 0 veya ¢ < 0 icin verilen seri waksaktir (gereklilik testine
gore). Ileride p > 0 ve ¢ > 0 olacagm varsayalim. Verilen seriyi,

terimlerinin sirasini bozmadan
1 1 1 1 1 1
(E‘%%«ﬁ_ﬂy%ﬁ_@%%
> 1 1
>y (E C(n+ 1)Q> (8:16)
n=1,3,5,

biciminde yazalim. n — +oco iken

1 1 1

n?  (n4 1) np

1 q 1
= i e ()
olduguna gore, (8.16) serisi p = ¢ > 0 icin yakinsaktir. p # ¢ oldugunda

(8.16) serisi p > 1 ve ¢ > 1 icin yakinsaktir. Buna gore, Teorem 8.4.3

geregince verilen seri bu durumlarda yakinsaktir.
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Verilen serinin yalnizca p > 1 ve ¢ > 1 icin mutlak yakinsak oldugu
goriiliir.

(e) Verilen seriyi, terimlerinin sirasii bozmadan

- 1 2 1
2 &E‘<n+nf+m+zy) (8.17)

n=14,7,

biciminde yazalim. p > 0 ve ¢ > 0 oldugunu varsayarak n — 400 iken

1 2 L 1
n?  (n+1)7  (n+2)P

B 1 1 q P 1 1
o 2(5 B E) +2<n‘1+1 B np+1) +O(nq+1) +O<np+1>

yazabiliriz. Buradan, karsilastirma testine gore (8.17) serisi p = ¢ > 0

icin yakimsaktir. p # ¢ olsun. O halde, n — +oo iken a, ~ m
olduguna gore, karsilastirma testinden (8.17) serisi min(p,q) < 1 icin
waksaktir. Teorem 8.4.3 iin biitiin kosullar saglandigindan (8.17) ve
verilen serinin karakteri ayni oldugundan, (8.17) serisi icin sGylenenler

verilen seri icin de gecerlidir.

p < 0 veya ¢ > 0 icin verilen seri wraksaktir (gereklilik testinden).
Bu seri p > 1 ve ¢ > 1 icin mutlak, 0 < p = ¢ < 1 icin de kosullu
yakinsaktir. ¢

> Cosn# serisini mutlak veya kosullu yakinsak yapan a ve p degerlerini
n=1
bulunuz.

Coziim: (cos+/na) dizisi sonsuz kiiciik bir dizi olmadigindan verilen

seri Yoo € R ve Vp < 0 icin waksaktir (gereklilik testinden). Va € R
| cos \/na| < L
np —

icin = olduguna gore verilen seri her p > 1 icin mutlak
C n C

yakinsaktir (karsilastirma testinden). a = 0 ise verilen seri 0 < p <1

icin wraksaktir. Simdi o # 0 ve 0 < p <1 olsun. F(z) = [ Cost#dt

1
fonksiyonunu goz oniine alalim. Lagrange kalan terimli Taylor formiili

geregince

F@+D—Fmp4wm+%wm+@@:
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[F'(n) = <Y oldugundan)

npP

1
= @ +5F(n+6,), 0<6,<1 (8.18)
n

yazilabilir. (8.18) den goriildiigi gibi, eger > F”(n+0,,) serisi yakinsak

n=1
ise verilen serinin yakinsak olmasi integral testi geregince sonlu lim F'(n)

n—oo

limitinin varhigina denktir.

P) = () = (S

T
asin/ra  pcosy/ra

2aP+3 Pt

esitliginden, K yalnizca p ve a ya bagh bir sabit say1 olmak tizere Va €

[1,+00) icin [F"(x)| < £+ oldugu elde edilir. Buna gore, > F"(n +

T
Pty
z" 2 n=1

©,) serisi p € (1, 1] icin mutlak yakmsaktir (karsilastirma testinden).
Cauchy yakisaklik kriterinden faydalanarak p € (%, 1] icin lirf F(z)
limitinin var oldugunu gosterelim. £ > 0 olmak tizere kismi integrasyon

formiiliine gore

+&
t
Pt -Fa) = [
r+E€
2sinvtajz+e 2 1 sin vta
= —— +—(p——) —ldt
atP—2 x « 2 tPt3
r+E€
_ 2sinyr +&a QSin\/Eoz_i_ 2( 1)/sin\/foz
 alzt)pe az? 3 a2 7t
ve buradan da Vx € [1,400) ve V€ > 0 icin
2 2 2 1 e d
t
Fle+¢§) —F(z)] = - +—p——/
Faro-Fol = oo o-p [ 45

8

< 1
axP™2
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oldugu elde edilir. p € (3,

1] icin  lim —+ = 0 olduguna gére son
’ r——+o0 P72
esitsizlikten Cauchy kriteri geregince sonlu lim F'(x) limitinin mev-

T—+00

1

cut oldugu anlagilir. Demek ki, verilen seri a@ # 0 ve p € (5

5, 1] icin

yakinsaktir.
Simdi, a # 0 ve p € (0, 3] olsun. Bu durumda Y F”(n + ©,,) serisinin

yakinsakhgi hakkinda birsey sdylenemez. F'(z) f(;nksiyonunun 2. derece-

den Peano kalan terimli Taylor formiiliinii yazalim.

1 1
Fin+1)—F(n) = F'(n)+ 2'F”( n) + 3'F’”(n—|—nn)
_cosy/na asiny/na pcosy/na
N np AnPt3 onp+1
1
+ 6F"'(n+77n),0<nn< 1
F/”(ZE) _ _QQCOS \/505 + a(p"i_%) + CVPSIH\/_O( ( 1) COS\/EOJ
APt 9P +3 2Pt 3 P2

esitliginden L yalmizca a ve p ye bagli bir sabit sayi olmak lizere

|F"(2)| < -5+, @ € [1,+00) oldugu elde edilir.p € (0, 1] icin Z

l
+32

serisi yakinsak oldugundan, > F"(n + n,) serisi mutlak yakinsaktir.

n=1

x
=/ sin ‘["‘dt fonksiyonunu goz oniine alip yukarida oldugu gibi
1

o asin Vna

pe serisinin yakmsak oldugu gosterilebilir. Demek ki, verilen

n=1 4n?
serinin a # 0 ve 0 < p < 3 icin yakinsak olmasi sonlu lim F(n) limi-

n—0o0

tinin varligina denktir. Klsml integrasyon formiilii ile

2 1, 2 . (p—%)/sm\/_a

F(n)= EnQ P sin /na — o sno + 7 v

1

esitliginin dogrulugu elde edilir. 0 < p < l icin lim f sm*[adt limi-

Ir—00 1

tinin varhgi p € (3,1) icin hrf F(z) limitinin varhgma benzer sekilde
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gosterilir. a # 0 oldugundan, (sin \/n«) dizisinin n — +oo iken limiti
yoktur. Buna gore, sonlu lilJ"Irl F(z) limiti de mevcut degildir. Demek
ki, @ # 0 ve ¢ € (0, 1] icin verilen seri raksaktir.

Verilen serinin p € (%, 1] icin mutlak yakisaklhigini inceleyelim.

| cos v/na| - cos’ /naw 1 L o8 2¢/na
P = ~onp P

n

np 2np n

S} 00
itsizlioi 1 1 fd ~ cos? \/na
esitsizliginden ve ) 5=, p € (3, 1] serisi iraksak oldugundan, ) ===,
n=1 n=1

oo
p € (5,1] serisinin waksak ve dolaywsiyla p € (5,1] icin ) “’Osn—‘fa'
n=1

serisinin 1raksak oldugu goriiliir.

Boylece, verilen seri Va € R ve p > 1 icin mutlak, o # 0 ve p € (%, 1]
icin kosullu yakinsaktir. a ve p nin biitiin diger degerleri icin verilen
seri raksaktir. ¢

(33) > et (p > 0) serisinin S toplami icin

npP
n=l o
gosteriniz.

% < S < 1 oldugunu

Cozum:  Leibnitz testinden verilen seri yakinsak oldugundan, bu
serinin (.5,,) kismi toplamlar dizisinin ve onun herhangi S,,, alt dizisinin

de limiti S dir. (.5,) dizisinin, terimleri

szn:(1—2—i)+(3—1p—%>+"‘+((2n1—1)p_(2711)”>

seklinde tanimlanan (Ss,) dizisi artan ve terimleri

SQn_1:1—<%—%>_'”_((Qniz)p_(in_l)P>

seklinde tamimlanan (S,_;) dizisi azalandir. Demek ki, Vn € N icin
So, < S < Sy,_1 yazlabilir. Buradan S < S; = 1 oldugu anlasilir.

S > % oldugunu gosterelim. (S,,) dizisinin (Sy,—1) alt dizisini goz oniine

alahm. f(z) = m—lp fonksiyonu (0, +00) araliginda icbiikey oldugundan,

1 1 2 1 1 2 1 1 2

JE— >_’_ _>_’...’ > yrt
¥ T e T n—1p @ty (n)p
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yazilabilir. Buradan da

S S L SR
S T T (4n—1p  (dn)p = (4n+ 1)
— 1 n 1 1 1
or ' 4p (dn—2)r * (dn)P
1
= 1,5

oldugu bu esitlikte n — oo iken limite gecersek

lim S S>1 ! lim S 1 S:>S>1 2 >1
111 n—1 = ~ 1 —— 11m n =1 — — >1—
e A1 W oo 2 P w1l 2

olur. ¢

o0 o0

1 n . . .
> W) ve Y 2 serilerinin Cauchy carpiminin toplamini bulunuz.
n= n=

o0

Coziim: ) n(n;ﬂ) serisi yakinsak ve toplami 1 (Bkz. Ornek 8.1.5
n=1

(¢)), 3 2 serisi yakinsak ve toplami 2 (Bkz. Ornek 8.1.4(d)) oldugunu
n=1

biliyoruz. Bu seriler pozitif terimli olduklarindan ayrica mutlak yakinsaktirlar.

O zaman, Teorem 8.4.3 geregince bu serilerin Cauchy carpimi da yakinsaktir

ve toplami da 2 dir. Yani,

S (X ) 2

n=1 k=1

esitligi dogrudur. ©

Kosullu yakimsak >’ % serisi icin (Z (—1)">'<Z (_1)n> Cauchy

n=1
carpim serisinin toplamini bulunuz.
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Céziim: a, = b, = = n € N dersck

C, = anbl-+-an_1b2-+~~~-+-a2bn_1-+»a1bn
—(1)”—1[1+ ! 4t ! - +1]
B ln  2(n—1) k(n—Fk+1) n.1

= (-1 ! <1+1>+ ! (1+ ! ) ! (1+
B n+1 n n+1\2 n-—1 n+1
n

k=1

= (=" (Inn+c+o(1))

n—+1

yazilabilir. Buradan lim |¢,| = 0 oldugu goriilir. Vn € N icin |c,| >

) . 1 ) ~ . C .
=5 Ve [eop| = | +n—+2<n—+2 — |cn|> olduguna gore (|c,|) dizisi mono-
. o . ~. = .. R
tondur. Demek ki, Leibnitz testi geregince 21 cp, Serisi, yani 21 ——
n= n=

o0 —
serisinin kendi kendine Cauchy carpimi yakinsaktir.» % serisinin
n=1
toplaminin In2 oldugunu biliyoruz. Fakat Mertens teoremi geregince
n

2

1 .o
i Z % olmak uzere

3" ¢, = In? 2 oldugunu soyleyemeyiz. ¢, = (—1)"
n=1

3" ¢, = In®2 oldugu Teorem 8.4.9 dan gériilmektedir. o
n=1

Asagida verilen sonsuz carpimlarin yakinsak oldugunu gosteriniz ve

degerlerini bulunuz.

() H(1-55): 0 I

n=3 n=1
oo 1 ) oo 1
© M(-&)s @ H(1-wke).
Coziim: (a) Vn > 3icin
6 ~ (n—=2)(n+3)

nin+1) n(m+1)
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olduguna gore,

n

P ﬁ(l ) H k+3)

k=3 k=3
1627 (n—3)( +2)
T 34745 (n—1).n

1.2---(n—3) 6.7---(n+2)
34--+(n—1)" 45---n
1.2.(n+1)(n+2) 1 (n+1)(n+2)
(n—2)(n—1)45 10(n—2)(n—1)

1
= lim P, =
w10

Demek ki, verilen sonsuz carpim yakinsaktir ve degeri % dur.

(b) sin®* 'z < sin®z < sin? !z esitsizliginin [0, 5] iizerinde inte-

grali alinirsa

s
z
sin? ! gde < [ sin® zdx < / sin?" ! wdx
0

o
INIE]
o\
(ME]

oldugu elde edilir. (6.38) den

3
i sin?* ! zdr = % olduguna gore, son esitsizlikten
0

(2n)!! 7(2n -1 (2n —2)!
Cnr Dl "2 @l a1

yazilabilir. Buna gore,

= 2n1—|— 1 ((2;27_1)!1!)!!)2 = g = %(%)2 =
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_ o< 1 1 ( (2n)!! >2< I

n— Tn = 7 > T 5
=Y omon+1\2n— 1)) =202
= lim (y, —x,) =0

Vn € Nicin § € [z, y,] ve lim z, = lim y, olduguna gére, lim z, =
n—oo n—oo n—oo

lim y, = § oldugu anlasilir.

T

1 ( (2n)!! )z B 2.2.4.4---2n.2n
2n+1\(2n — I/ 1.3.355---(2n —1)(2n + 1)

n

B H 4k2
N 4k2 — 1
k=1

olduguna gore, H 4n2 7 carpimi yakinsak ve degeri 5 dir.

o0

(c) 1:[1 (1 — W) carpiminin yakinsak ve degerinin de % oldugunu
gosterelim. z,, = %, n € N olmak tizere

k=1

eI ) -1 -

k=1 k=1

oldugu aciktir. (b) den lim x,, = Z olduguna gére, lim 2z, = — =

n—oo

[e.e]
2 ~
%, dolayisiyla, 47‘%;11 = % oldugu anlasilir.

" T 2k(2k4-2)
(@) H( o) = 11 %
el Ee1

4264--(2n+2)2n  2[44.6.6---(2n — 2).2n.2n)(2n + 2)
3355 (2n+1)(2n+1) 3.5 (2n+1)]2
. 2n+2 (2n)l! N2 1
B 2n—i—1<2n—1”> 2n +1
(2n + 2)2n
2(2n + 12"

(gn)ll 2 .
yazilabilir, burada y,, = (W) dir.
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(37)
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b) den lim y, = Z olduguna gore,
2

n—oo

Jim ', JLIEOH( 2k+1)> 4

dolayisiyla,

oldugu anlasilir. ¢

Asagida verilen sonsuz carpimlarin karakterlerini inceleyiniz.

@ M=t o) H+d): (© Ha+en:

n=1 n=0
o0

@ T2 @ Ieosds

Coéziim: (a) a, =" neN= lima, =1, fakat P, = [[ ax =

n

n—oo
Hlntl — p+ 1 = lim P, = 400 Demek ki, verilen carpim
n n—oo :
iraksaktir.

(b) p > 0 olsun. n — oo iken ln(l + i) ~ - olduguna gore,

npP p

> ln(l + nl—p> serisi p > 1 icin yakinsak, 0 < p < 1 icin de wraksaktir.
n=1

p < 0 olsun. Bu durumda a, = 1+ =5, n € N dizisinin limiti 1

olmadigindan (gereklilik kosuluna gore) H (1 + #) carpimi p < 0 icin
n=1

iraksaktir.

Demek ki, verilen sonsuz carpim p > 1 icin yakinsak p < 1 icin wrak-

saktir.

(¢c) a>0olsun. a, =1+ e*", n € N dizisinin limiti 1 olmadigindan

verilen carpim a > 0 icin raksaktir.

a < 0 olsun. Bu durumda, n — oo iken In(1+e%") ~ e~l2" ye S g~laln

n=0

yakinsak oldugundan, (Cauchy integral testinden) ) In(1 + e®") serisi

n=0
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(38) a

(39)

ve dolayisiyla, verilen sonsuz carpim a < 0 icin yakinsaktir.

(d) Vn € Nicin %ﬁfg = 14+ ve n — oo iken B ~ % olduguna

= 4n+7
. nJr
gore, 31
n=1

verilen sonsuz carpim yakimsaktir(§8.5, 5° ).

serisi yakinsaktir (karsilastirma testinden). Demek ki,

(e) ‘v’nENigincos\/Lﬁ—l<0ven—>ooiken1—cos\%~%

olduguna goére ) (cos \/Lﬁ - 1) serisi raksaktir. O halde, (§8.5, 5% )
n=1

verilen sonsuz carpim iraksaktir. ¢

=1+ a,, n € N olsun. Eger, Z o, ve Z a?,, serileri yakimsak

n=1 n= 1

ise H a, sonsuz carpimi yakinsaktir. Eger, Z a, Ve Z a?,, seri-
n=1

o

lerinden biri yakinsak digeri iraksak ise ] a,, sonsuz carpimi iraksaktir.
n=1

Gosteriniz.

Coziim: Taylor formiilii geregince z — 0 iken In(1 + z) = z — 2% +

o(x?) olduguna gore,

1
In(1+a,) =a, — ianQ + o(a,?) (8.19)

yazilabilir. Buna gore,

> o2, yakmsaktir = > [, —In(1+ )] yakinsaktir (Y «, yakinsak

n=1 n=1 n=1

oldugundan,) = Z In(1+ay,) yakinsaktir = H a, yakinsaktir. Z ay,

n=1 n=1 n=1

ve Z a?,, serilerinden biri yakinsak, digeri raksak oldugu durumda
n=1

(8.19) den Z In(14ay,) serisinin raksak, dolayisiyla da H a, carpiminin
n=1

iraksak oldugu elde edilir. ¢

Asagida verilen sonsuz carpimlarin karakterlerini inceleyiniz.

() T1 (=) 5 (o) TT(1+ S5 5 (o) T (1 G250 )

n=1 n=1 n=1
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C('jzﬁm: (a) a, = &nm” =1+ Sllrllny a, = snTan7 n € N olsun.
. . 92
smn ST 1
Z w=> M Z =y
n n
n=1 n=1

serilerini goz oniine alalim. Birinci seri Dirichlet testinden, ikinci seri ise

Karsilastirma testinden yakinsak oldugundan, Bir 6nceki problemden

IT (W) carpimi yakinsaktir.
n=1
(b) «a, = (7%_1, n € N dersek a,, = 1+ (G0 | +ay olur. Y ay,

\/ﬁ n=1
vakimsak (Leibnitz testinden) ve > o?, = > % iraksak oldugundan,

n=1 n=1
bir onceki problemden verilen carpim iraksaktir.
—1)[[loga n]] 0
(¢) a, = (DT&, n € N dersek a, = 1+ «, olur. > «, =

X (1) [[logz n] . - . .
Y ~——— serisinin raksak oldugunu gésterelim.
n=1

meN, 2™ <n < 2™ cin

‘Wi_l (— 1) [[1ogy &) ‘ 2%1:—1 A
Pt 5 k 2m+1 2
oldugundan, Cauchy kriteri geregince »_ «, serisi iraksaktir. Ote yan-

n=1
oo

dan, > a2 = Y # yakinsak oldugundan, bir 6nceki problemden
n=1 n=1
verilen carpim 1raksaktir. ¢

(40) Asagida verilen sonsuz carpimlarin kosullu yakinsak ya da mutlak yakimsak

olup olmadiklarini arastiriniz.

T (EIR IR (o) T (-
(a) nl;ll <1 + n—‘l> ’ (b> nl;[1<1 + ne ln(n+1)> ) (C) n:1<1 + ne ln(n+1)> :

) e
Coziim: (a) a > 1 olsun. Bu durumda ) % serisi mut-
n=1
lak yakinsak oldugundan, verilen sonsuz carpim « > 1 icin mutlak

yakinsaktir (Teorem 8.5.5 den). % < a < 1 olsun. Bu durumda
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(41)

" ve Z —5= serileri yakinsak oldugundan, verilen sonsuz carpim

[es)
Z
n=1 n=1

s < a < 1 icin kosullu yakinsaktir (§8 5, 6 dan). 0 < a < 5 olsun. Bu

o0 n—1

durumda ) (_13 yakinsak ve Z n%"‘ wwraksak oldugundan, verilen
n=1 n=1

sonsuz carpim iraksaktir.

(b) Vn € N icin —+— > 0 olduguna gore, verilen sonsuz carpim

n®In(n+1)
00

yalnizca mutlak yakisak olabilir.

Cauchy integral testi geregince bu seri v > 1 icin mutlak yakinsak,

1

waTn(agT) Serisini goz ontine alalm.

0 < a <1 icin wraksak oldugundan, verilen sonsuz carpim « > 1 icin
mutlak yakinsak, 0 < o <1 icin raksaktir.
(©) St | = et

n®In(n+1)| ~ n®ln(n+1)
olduguna gore, o« > 1 icin verilen sonsuz carpimla (b) deki sonsuz

carpimin karakteri aynidir, yani a > 1 icin Verilen sonsuz carpim mut-
n 1

lak yakinsaktir. Leibnitz testi geregince Z ) serisi Vo > 0 icin

ne ln(n+1

serisi ¢ >

yakinsak, Cauchy integral testi geregince Z %

n2o ln (n+1)
icin yakinsak ve 0 < a < 5 icin 1raksak olduguna gore, verilen sonsuz

carpim % < a < 1 icin kosullu yakinsak ve 0 < o < % icin 1raksaktir. ¢

8.7 Ek Problemler

Asagida verilen serilerin, kismi toplamlar dizisinin limitine gore karak-

terlerini inceleyiniz ve yakinsaklik durumunda toplamini bulunuz.
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(a) T ) > 55
no:oo nozol
© S @ > w2
(e) nz=:1 T (f) nz=:1 e
() 3 Ml () z (Vn 2 —2¢n+ 1+ n) ;
n—l n

Y

0 Tm(sE2) 6

(k) z::ln qa, (lg <1); 1) Z arccot(n®* +n+1) ;

n=1

o0 00 2
) w0 X (wg)

o0 . - . - n ] on— 1 27L 1 ]
(0) 3 ((n+3)sin sy — (n 42 sin gy ) 5 (0) z o

- 2341
(q) 2_:1 arctan 7 .

Cevap:
(a) Yakmsak ve toplami 2 dir ; (b) Yakmsak ve toplamn 2 dir ;
(c) Traksaktir ; (d) Yakmsak ve toplami —ly dir ;
(e) Yakimsak ve toplamn 330 diir ; (f)  Yakimsak ve toplanu 1 dir ;
(g) Yakmsak ve toplami 1 dir ; (h) Yakinsak ve toplami 1 — /2 dir ;
i) Yakmsak ve toplami In3 tiir ; (j) Yakinsak ve toplami In 2 dir ;
2

[(j) icin Yol gosterme: S, = S In&tl = —In % oldugunu
gosteriniz.

(k)  Yakinsak ve toplami (i +;1) tiir ; (1) Yakinsak ve toplami 7 tiir ;

(m) Yakinsak ve toplami 1 dir ;
[(m) icin Yol gosterme: S, =1 — =l +2 ; oldugunu gosteriniz. |

(n) Yakmsak ve toplami —b—

— & dir[(n) icin Yol gdsterme: S, =

1 1
sin? z 2™ sin 2%

2
) oldugunu gésteriniz.]

(o) Yakmsak ve toplami —32 dir ; (p) Yakinsak ve toplami ;% tir ;

[(p) icin Yol gosterme: S,, = ﬁ 2 IQn oldugunu gosteriniz.] (q) Iraksaktlr .
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(42) Asagida verilen serilerin, gereklilik testi geregince raksak olduklarimi

gosteriniz.
o 2 +1 - 2 o 1
(a) 1 :—i-?) ; (b> Zln SiI n242n+3 ;
n= n=
= (20241 " - (d — 1 .
(C) 21 2n3+3 ) ( ) Zl 0,3
n= n=

(n+1) Inn!—21In(2!.3!---n!) |
n2+n Y

gL

© T4 ©

(g) > cosn?.
n=1

1

3
Il

(43) Karsilastirma testinden yararlanarak asagida verilen serilerin karakter-

lerini inceleyiniz.

> e 1
@ ®) 2 T

S ; q S 1 S 0)
©) 712::1 (n+2)(n2+1) (d) nz::l I+an (a )
© X G @p>0520: () % g

(8) né In 2 ) ¥

(1) 22 T (3) §4m :

(k) §1<W — /n)’In gzt} (D) 21 arcsin % :
(m) 21 arctan \/% :
Cevap:

a) Yakmsak ; (b) Iraksak ;

c¢) Yakmsak ; (d) a > 1 icin yakinsak, 0 < a <1 icin wraksak ;

(
(c)
(e) b>0vep>1icinyakinsak, b > 0,0 < p <1veb=0,p >0 icin waksak ;
(f) Iraksak; (g) Iraksak ;
(h) TIraksak ; (i) Iraksak ;

. o e .o . PO 1 . 1 1 o l
[(4) icin Yol gosterme: Vn > 2 icin T = Sw? > @ = g

oldugunu gosteriniz.]
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(44)

(45)
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(j) Yakinsak ; [Yol gosterme: ( L = nlnlilnn < #, n>4

Inlnn)nn

oldugunu gosteriniz.]

(k) p > 0icin yakinsak, p <0 icin wraksak ; (1) Yakmsak ;

(m) @ =0 icin yakimsak, a # 0 icin wraksak .

D’alambert oran testinden yararlanarak genel terimleri asagida verilen
serilerin karakterlerini inceleyiniz.
—1)n ! |
(a) a,=10, (b) an = "G
_ 4.7.13-(3n+4) _ @n—-]1!! 1 .
(¢)  an = 57 71(anrs) (d)  an = g e
(e) a,= 3{3?(13)7) arctan 55 3 (f)  a, = % ;
" sin o n
(g) an:n n!2 ; (h) an:n?W~

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Yakinsak ; (c¢) Yakinsak ; (d) Yakinsak ;
(e) Iraksak ; (f) Yakinsak ; (g) Iraksak ; (h) Yakimsak .

Cauchy kok testinden yararlanarak genel terimleri asagida verilen ser-

ilerin karakterlerini inceleyiniz.

(a) a, = 2(—1)n+n : (b) a, = 2(_1)n_n :
n(n—1)
5—(—1)")" n—

(¢) an =" (d) an= (n—ﬁ) ;
(€) ay = EECU" () a = <n2+3>”3+ "t

n - n277l Y n - TL2+4 )

TL2

(g) an= 3"(#) ; (h) a,= arctan”( ”\;’%) ;
. o Vn3+3n+1 ) . 5 =
(i) an=(23) ) a=(22)7(3

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Yakinsak ; (c) Iraksak ; (d) Yaknsak ;
(e) Yakmsak ; (f) Yakinsak ; (g) Iraksak ; (h) Iraksak ; (i) Cauchy

kok testinden kesin birsey sdylenemez ; (j) Yakinsak .

Raabe veya Gauss testlerinden yararlanarak genel terimleri asagida ver-

ilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.
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(2) an = S o ) an = (200"

(¢) a,= (%)p% : (d) a, = 1.4“.(321123.)%5(3%2) :
(e) an= 1n(2+;r;1213?31a)1n(ﬁ1211 = (@>0);

(f) a,= 4112(2(71—712‘);1% : (&) ap = 23Tlin=)

( (

(2n—1)!"sin 57

h) a,="——i%"2, (p>0);

Cevap: (a) Yakinsak ; (b) p > 2icin yakinsak,p < 2 icin raksak;

(c) p < 12icin yakinsak,p > 12icin wraksak; (d) Iraksak ; (e) Iraksak ;
(f) Iraksak ; (g) Yaknsak ; (i) Yakinsak ; (h) p > %igin yakinsak,
0<p< %igin iraksak.

Genel terimleri asagida verilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.

1 1

(a) an = H_%dl‘ ) (b) an = J 1_?_9;3 )
nmw+m 5 nw—+m 5

() an= [ =2dy; (d) ap = [ <=2dz;
nw+m % 3

(e) an= [ <Zdx,(p>0); (f) an, = [ Tedr ;
nmw 0

(2) an:(l+%+'--+%—lnn>n_p, (p>0);
n2+1 n+1

(h) a, = f2 sinxQd:v‘ : i) ap =n* [ s da

n2

() an=n[ mde; (k) ay = Qet2eent?

(2n+2)!

Cevap: (a) Yakimnsak ; (b) Iraksak ; (c) ITraksak ; [(¢) icin Yol

gosterme: (a,) ve ) dizilerini mukayese ediniz.]  (d) Iraksak

_1
m(n+1

1
m(n+1)
(e) p > 1 icin yakinsak, 0 < p <1 icin wraksak (f) Yakinsak,

[(d) icin Yol gosterme: (a,) ve ( ) dizilerini mukayese ediniz.]

(g) p > 1 icin yakinsak, 0 < p < 1 icin waksak [(g) icin Yol gosterme:
n a+1 )
lim <kz_:1 %—ln n) = c¢| (h) Yakmsak [(h) icin Yol gosterme: 2zsinz?

n—o00 2z

integraline kismi integrasyon formiiliinii uygulayimmz.] (i) Yakinsak ;
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(j) Yakmsak ; (k) Yakmsak [(k) icin Yol gosterme: > k! < (n+ 1)!].
k=1

(48) Genel terimleri asagida verilen serilerin karakterlerini inceleyiniz.
_ 3n42m _ 2"4n!0 |
a)  an = s (b)  an=F1m

57’L

¢ an = 72 5m >

)
e)  a,=sin—stan =3, (o, 5> 0);
)

a, = tan(%) In 324l (o> 0) ;
: —_ yn :
) = Gy

k) Ay = \/Lﬁlnp(z_i> )

m)  a, =, (n>15) ; n)  ay = 5, (n > 10) ;

IREI n®InP nIn(lnn)’

(
( (

( (

( (

( (

( (

( (

(0)  an=n*(/a—~ "Wa) (0 an= S50 (2 2);
( (

( (

( (

( (

( (

( (

(

0Q

n241"7

o]

n 2n
) ap, = (arcsin =) a, = (arctan —2£-)
n n+3 ) n n2+4 )

)
n2 . n" .
) = s, (D> 4) ) = W (gD

W ag = (AR (0 0); () e = (VT T - VAR

n!
1

W) a, = (1— ,5/2—3>a,(a>0) : X)  a,= In’n_ gipy L (p>0);

Vsn3 1 np)’
. o 511
v)  an=(an+a 7w —2),(a>0);

wn

In(1+ %) )
z)  a, = 3nﬂ+1’(a’ﬁ>0)’

p
yvy) an, = <cosh% — 1> :

XX) @y =an —ax, (a > 0)

7z)  Qn = (sinh% — %)p :
Cevap: (a) Yakinsak ; (b) Yakinsak ; (c) Yakimsak ; (d) o > 1icin
yakinsak, oo < 1 icin wraksak ; (e) o+ > 1 icin yakinsak, o + 5 < 1
icin waksak ; (f) Yakmsak ; (g) o > 1 icin yakinsak, 0 < o <1 icin
wraksak ; (h) o > 1 icin yakinsak, o < 5 icin waksak ; (i) Iraksak ;
(j) Yakmsak ; (k) p > % icin yakmmsak, 0 < p < 1 icin waksak ; (1)
Iraksak ; (m) Iraksak ; (n) a > La=1,p> La=p=1,¢>1
icin yakinsak, o < l;a = 1,p < l;a = p = 1,¢ < 1 icin waksak ; (o)
Va # 1 icin waksak ; (p) Iraksak ; (q) Iraksak ; (r) Yakmsak ; (s)
Yakmsak ; (t) Iraksak ; (u) p(1 —«) > 1 icin yakmsak, p(1 —a) <1
icin wraksak ; (v) @ = 1,p > 2 icin yakimsak, o # 1,Vp;a = 1,p < 2
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icin waksak ; (w) a > 1 icin yakmsak, 0 < o < 1 icin wraksak ; (x)
p > }l icin yakinsak, 0 < p < Z—i icin wraksak ; (y) Va > 0 icin yakinsak
; (z) B — 3a > 3 icin yakinsak, f — 3a < 3 icin wraksak ; (xx) Va > 0
icin yakmsak ; (yy) p > % icin yakmsak, p < 3 icin waksak ; (zz)
p > % icin yakinsak, p < % icin 1raksak .

(49) Leibnitz testinden yararlanarak asagida verilen serilerin kosullu yakimsak

oldugunu gosteriniz.

(1"
1/n20+4n3%,1 ) (C)

—~1 n—l,n3,1
S 0

() 3 F . )

1

@ X iins ©

~[™8~18

(50) Abel veya Dirichlet testlerinden yararlanarak asagida verilen serilerin

karakterlerini inceleyiniz.

o sinn . o cos2n . o sin(n+%)

(a) 1 3n+2 7 (b) ; Inlnn (C) ; n—In> (n+2) ;
2 (~1)"sin3n sin(1+1)
@ S @S CRme ()5 e

(51) Asagida verilen serilerin kosullu yakinsak ya da mutlak yakinsak olup

olmadiklarimi arastiriniz.
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() 3G (b)
(c) Z( 1) "2_n1_il_n3—nn+1) ; (d) Zsin<% —|—n7r> sin% :
1
— _1f @n—1)n\P
(©) ;coswﬁnun); 0 S0 (%)
0 n 1
(&) X1 i (b) z;ﬁlnﬁn ;
) St 0 SEDawle>0);
00 n o0 Sn+2
0 SCU(Em) W ;(—1>"(§z—+;) ;
(Hl) ; (—17)1" sin T;{; ; (D) Z( 1) arccotn ;

(0) i:;sm(m/m_z)cos%; (p) Z( C{jﬁ;
(@ SEDEEE Zmn(m);

2
00

6 S (1-cost) s () S0 (1-sing ) (g > 0)

T
cos’n Bn e
(n) Z(lnq+ (g>0); (v) lTsm?.
1

Cevap: (a) Kosullu yakinsak ; (b) Iraksak (c) Mutlak yakinsak ;
(d) Kosullu yakinsak (e) Kosullu yakinsak ; (f) p > 2 icin mutlak
yakinsak, 0 < p < 2 icin kosullu yakimsak ve p < 0 icin wraksak ; (g)
Mutlak yakinsak ; (h) o > 1 icin mutlak yakimsak, o = 1,5 > 1 icin
mutlak yakinsak, a = 1, < 0 icin kosullu yakinsak,a = 0,3 > 0 icin
kosullu yakinsak, o = 0,5 < 0 icin waksak; o < 0 icin wraksak ; (i)
p > 1 ve herhangi ¢ icin mutlak yakinsak; p = 1,¢ > 1 icim mutlak
yakinsak, p = 1,¢ < 1 icin kosullu yakinsak ; 0 < p < 1 ve herhangi
q icin kosullu yakimsak; p < 0 ve herhangi ¢ icin wraksak (j) p > 1
icin mutlak yakmsak 0 < p < 1 icin kosullu yakinsak ; (k) Mutlak
yakinsak ;(1)Iraksak ; (m) Mutlak yakinsak ; (n) ¢ > 0 icin mutlak
yakinsak —1 < ¢ < 0 icin kosullu yakinsak; ¢ < —1 icin raksak ;
(o) Kosullu yakmsak ; (p)a > 1 icin mutlak yakmsak, 0 < a <1
icin kosullu yakisak; o < 0 icin wraksak ; (q) Iraksak ; (r) Kosullu
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(52)

(53)

(54)

% icin mutlak yakinsak, 0 < a < % icin kosullu

yakinsak; o < 0 icin waksak ; (t) ¢ > 1 icin mutlak yakinsak, ¢ < 1

vakimsak ; (s) a >

icin wraksak ; (u) ¢ > 2 icin mutlak yakinsak, 0 < ¢ < 2 icin kosullu
yakinsak ; (v) Kosullu yakmsak .

Asagida verilen serilerin kosullu veya mutlak yakinsak olup olmadiklarini

gosteriniz.
(@) I+5+35-3-5-65+7+s+ts—
1 1 1 1 1 1 1 1
) I+ —3+3+5—gststs—5—
(O 1-S+p—p+p -yt To—xt
1 1 1 1 1 1 1 1
Di+s-Btutr-vutstm -6t
@+ —w+ts+m vty -
1 1 1 1 1
O F-—w+tr—wte—at
(g) 1 5 vtr - wtetm - w et

Cevap: (a) Yakinsak ; (b) Iraksak ; (c) Mutlak yakinsak ; (d)
Iraksak ; (e) p > 1 icin mutlak yakinsak, p < 1 icin waksak ; (f)
p,q > 1 icin mutlak yakinsak, 0 < p = ¢ < 1 icin kosullu yakinsak ve
p ve ¢ nun diger biitiin degerleri icin wraksak ; (g) p,¢ > 1 icin mutlak
yakinsak, 0 < p = ¢ < 1 icin kosullu yakinsak ve p ve ¢ nun diger biitiin

degerleri icin raksak.

a >0, >0 olsun. Yakinsak
— (=" o (=1)"

serilerinin Cauchy carpim serisinin a+ /3 > 1 icin yakinsak ve a4+ < 1

icin 1raksak oldugunu gosteriniz.

Iraksak
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serilerinin Cauchy carpim serisinin mutlak yakinsak oldugunu gosteriniz.

o0 n

(55) a, pozitif serisi wraksak olsun. S, = > ag, n € N olmak iizere
n=1 k=1
oo a

g% serisinin o > 1 icin yakinsak ve a < 1 icin raksak oldugunu

neloL
gosteriniz.
[e.e] o [e.e]
(56) > a, pozitif serisi yakinsak ve R, = ) aj olsun. ) i~ serisinin
n=1 k=n-+1 n=1 "1

a =1 icin wraksak ve o < 1 icin yakinsak oldugunu gosteriniz.

(57) Asagida verilen sonsuz carpimlarin karakterlerini inceleyiniz.

@ M2z 0 H(-wdm): © I
o0 n27 oo e (e8] (_1)71,

(d) 11 ngfll : (e) I an : (f) n:1a w, (a>0).

Cevap:

(a) Iraksak ; (b) Yakimsak ve degeri 1 tiir ;

(¢) Yakinsak ve degeri %tﬁr; (d) Yakimsak ve degeri + tiir ;

(e) TIraksak ; (f)  Yakisak ve degeri =2 dir .

(58) Asagida verilen sonsuz carpimlarin karakterlerini inceleyiniz.

@ T o) 11 /2
X (a2 1\P |

© TI(#) (@ IIn*:
< 1 N

(e) I (1 + %) R (f) [ cos(arccotn) ;
n=1 n=1

(g) 11 (n sin %)a ; (h) I arccos(”(;j), (a>0);
n=1 n=1

M I(1+%): G) I %/ln+a) —Tun, (a>0)
n=1 n=1

(9 (%) (a#krkeN): () Isnf5(1+5)]. >0

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Iraksak ; (c¢) Yakinsak ; (d) Iraksak ;

(e) Yakmsak ; (f) Yakmsak ; (g) a > 1 icin yakmsak, 0 < o < 1 icin
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waksak ; (h) o < o <2 icin waksak ; (i) |a| < 2 icin yakinsak, |a| > 2
icin wraksak ; (j) Iraksak ; (k) Yakinsak ; (1) p > % icin yakinsak,
0<p< % icin raksak .

(59) Asagida verilen sonsuz carpimlarin mutlak yakinsak ya da kosullu yakinsak

olup olmadiklarini arastiriniz.

@ MO+52): o) I

(© ﬁywﬂ“ <®Zﬁ@+%%
(e) ﬁ(uﬂ); (f) nnltanm, (»>0).

Cevap: (a) Iraksak ; (b) Iraksak ; (c) Kosullu yakmsak ;
(d) |z| < 2 icin mutlak yakmsak, |z| > 2 icin waksak ; (e) Kosullu
yakinsak ; (f) p > licin mutlak yakmsak,% < p < 1 icin kosullu
yakinsak.

(60) (a) sinz = xnﬁ1<1 W%Z) :
(b) cosx = ]o_:o[( W2(2n g ) :
(¢) sinhzx ==z H (1 + 7r2n2) ;

n 1

(d) coshz = H (1+m> .

n=1

esitliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.



